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Aussagenlogik

Motivation

Anwendungen:
@ 70-Damenproblem
@ Sudoku
Man stéBt aber doch recht schnell an die Grenzen der Aussagenlogik.
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Aussagenlogik

Syntax der Aussagenlogik

@ X abzahlbare Menge der Atome
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Aussagenlogik

Formeln der Aussagenlogik

@ 1€ ForOy
@ 0 € ForOy
@ > C ForOy

Sind A und B Formeln, dann auch
e A
e (AAB)
e (AVB)
e (A—B)
e (A~ B)
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Aussagenlogik

Semantik der Aussagenlogik

Eine Interpretation ist eine Abbildung

X —{W,F}.
Eine Auswertung ist die eineindeutige Fortsetzung einer Interpretation
auf Formeln
val; : For0y — {W,F}

mit

e val(0)=F

e val(1)=W

o .
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Aussagenlogik

Modell

Eine Interpretation / heif3t Modell einer Formel A wenn
vali(A) = W.

Eine Formel heif3t erfiillbar wenn sie ein Modell besitzt.
Eine Formel heif3t allgemeingiltig wenn jede Interpretation ein

Modell ist.
Allgemeingultige Formeln der Aussagenlogik heif3en auch

Tautologien.
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Aussagenlogik

Logische Folgerbarkeit

Sei M eine Formelmenge und A, B Formeln. Es gilt
MEA

wenn jedes Modell von M (d.h. jedes Modell aller C € M) auch Modell
von A ist.
Wir schreiben

wenn gilt A = Bund B |= A.
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Aussagenlogik
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Aussagenlogik

Typische Fragen

Sei A eine Formel.

@ Ist A erflllbar?

o NP-vollstéandig.
e Fir Hornformel in quadratischer Zeit entscheidbar.

@ Ist A allgemeingiiltig?
o Fir Aquivalenzformeln in linearer Zeit entscheidbar.
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Aussagenlogik

Kalkule

Mit Kalkllen lassen sich Aussagn rein syntaktisch beweisen.
Sei M eine Formelmenge und A eine Formel.
Ein Kalkil hei3t korrekt wenn gilt

MEA= ME A
Ein Kalk{l hei3t vollstandig wenn gilt

MEA= M- A.

O
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Aussagenlogik

Kalkule far Aussagenlogik

@ Hilbert-Kalkdl
@ Resolutionskalkdl

e Widerlegungskalkl
e Voraussetzung: KNF

@ Tableaukalkl
o Widerlegungskalkul
o Liefert Gegenbeispiel (wenn M endlich)

@ Sequenzenkalkil
Kein Kalkil sondern Algorithmus:

@ Davis-Putnam
e Voraussetzung: KNF
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Prédikatenlogik erster Stufe

AL

ML PL1

Buechi «---- LTL PL2
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Prédikatenlogik erster Stufe

Motivation

Anwendungen:
@ Sokrates
@ Trinker-Paradoxon (Smullyan)

Im Gegensatz zu Aussagenlogik kdnnen wir nun Aussagen Uber
Elemente eines Universums machen.
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Prédikatenlogik erster Stufe

Syntax der PL1

Eine Signatur ¥ = (Pyx, Fy, a5 ) besteht aus

@ einer endlichen oder abzahlbar unendlichen Menge Py der
Pradikatssymbole

@ einer endlichen oder abzahlbar unendlichen Menge Fy der
Funktionssymbole

@ der Stelligkeit oy : (Pr UFy) — N

O
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Prédikatenlogik erster Stufe

@ Variablen sind Terme

@ Ist f ein n-stelliges Funktionssymbol und tq,...,t, Terme, dann ist
auch

f(t17...,tn)

ein Term.

O
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Prédikatenlogik erster Stufe

Formel der PL1

Atomare Formeln:

@ s = twobeis,tTerme

@ p(t,...,t;) wobei p n-stelliges Pradikat, ti,...,t, Terme
Sind A, B Formeln und x eine Variable. Dann sind auch

@ Ao B (siehe Aussagenlogik)

e VxA

o JxA

Formeln.
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Prédikatenlogik erster Stufe

Semantik der PL1

Eine Interpretation ist ein Paar (D, /) wobei
@ D eine nichtleere Menge

@ / Abbildung der Signatursymbole wie folgt:

fir Konstanten (0-stellige Funktionen) /(¢) € D
e fur n-stellige Funktionen /(f) : D" — D

o fr O-stellige Pradikate /(P) € {W,F}

e fir n-stellige Pradikate /(P) C D"
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Prédikatenlogik erster Stufe

Variablenbelegung

Im Gegensatz zur Aussagenlogik hangt die Auswertung nicht nur von
der Interpretation ab. Ein weiterer Faktor ist die Variablenbelegung

B : Var — D.
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Prédikatenlogik erster Stufe

Modell

Eine Interpretation (D, /) hei3t Modell einer Formel A wenn fiir alle
Variablenbelegungen f gilt:

Va/DJﬁ (A) =W.
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Prédikatenlogik erster Stufe

Allgemeingultigkeit und Erfullbarkeit

Eine Formel heif3t allgemeingiltig wenn jede Interpretation ein

Modell ist.
Eine Formel heiB3t erfiillbar wenn es eine Interpretation (D, /) und

eine Variablenbelegung f gibt mit

Va/DJﬁ (A) =W.
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Prédikatenlogik erster Stufe

Far die Kalklle braucht man im Vergleich zur Aussagenlogik mehr
Handwerkszeug:
@ Normalformen:

@ Negationsnormalform
o bereinigte Form

o Pranex-Normalform
@ Skolem-Normalform

@ Unifikatoren
@ Herbrand-Strukturen
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Prédikatenlogik erster Stufe

Kalkule

@ Tableaukalkil

e Voraussetzung: Allabschluss
e Termersetzungssysteme fiir Gleichheit

@ Sequenzenkalkl
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Préadikatenlogik zweiter Stufe

AL

ML PL1

Buechi «---- LTL PL2
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Préadikatenlogik zweiter Stufe

Formel der PL2

Atomare Formeln:

@ X(t) wobei X Mengevariable und t ein Term Terme
Ist A eine Formel dann sind auch

o VXA

o JIXA

Formeln.
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Préadikatenlogik zweiter Stufe

Variablenbelegung

Die Auswertung hangt von zwei Belegung ab:

B : IVar — D

Y : MVar — P(D).
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Préadikatenlogik zweiter Stufe

Modell

Eine Interpretation (D, /) hei3t Modell einer Formel A wenn fiir alle
Belegungen 3,7 gilt:

Va/DJﬁ 7'}/(A) =W.
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Préadikatenlogik zweiter Stufe

Kalkule

Es gibt keine korrekten und vollstandigen Kalkiile fir PL2.
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Modallogik

AL

ML PL1

Buechi «---- LTL PL2
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Modallogik

Motivation

Man hat verschiedene Welten und Ubergénge zwischen den Welten.
Der Wahrheitswert einer Aussage ist von der Welt abhangig.
Beispiel

@ Drei Weisen
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Modallogik

Formeln der Modallogik

Ist A eine Formel, dann auch
o LA
o OA
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Modallogik

Semantik der Modallogik

Eine Kripke-Struktur ist ein Tupel
(S,R,/)
mit
@ S nichtleere Menge der Welten

@ R C S x S Zuganglichkeitsrelation zwischen den Welten
@ /:(Xx8)—{W,F}
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Modallogik

Gultigkeit einer Formel

Sei # = (S, R, 1) eine Kripke-Struktur
(X ,s) =A< val(A) =W

H E=As furallese S:(H#,s) =A
(S,R) =A% firalle I: (S,R,I) = A
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AL

ML PL1
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Motivation

Lineare Temporale Logik ist eine modale Logik.
Beispiel

@ Telefonvermittlung
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Formeln (LTL)

Sind A und B Formeln, dann auch
o [IA
o QA
o A B
o ZA
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Semantik der Modallogik

Eine Omega-Struktur ist ein Tupel
Z=(N,<,&)
mit
@ N natlrliche Zahlen

@ < natrlich die nattrliche Ordnung der natirlichen Zahlen
e &:N — 2 (T ist AL-Signatur)

ZEpepel(0)
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LTL und Bichi-Automaten

Jede Omega-Struktur kann als unendliches Wort Giber
v=2%

aufgefasst werden.
Zu jeder LTL-Formel B gibt es einen Biichi-Automaten Ag mit

L®(Ap) ={& € V*|¢ = B}.
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