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Aufgaben HM I, Herbst 2004

Hoéhere Mathematik | - Aufgaben
Aufgabe 1.1

Die Folge (ay) wird definiert durch
ap = \/5, nt1 = V3+2a, (n>1).

Beweisen Sie mit Hilfe des Monotoniekriteriums, dass (a,) konvergiert und berechnen Sie lim a,,.

n—0o0

Aufgabe 1.2

Fiir welche z € R konvergieren die folgenden Potenzreihen?

a 1+2(-1)™)"z™ b
(a) HZ::O( (=D)")z (b) Z W
Aufgabe 1.3
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
. (1 —cosz)log(2z + 1) Tz —1
(2) ili,% z3 (c) zll—»ml T—1
(b) lim

z—o0 cosh z
Aufgabe 1.4
Die Funktion f : [0, 00) — R wird definiert durch

3x

@)= 1Toa

(a) Bestimmen Sie Lage und Art aller lokalen Extremstellen von f auf [0, 00).

(b) Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes

[f(z) = fy)| < 3lz —y| fir alle z,y € [0,00)

Aufgabe 1.5

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a) / 2e® +1 9
e* +e " (b) /2(32‘/E dx
1
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Hohere Mathematik Il - Aufgaben

Aufgabe 2.1
Die Funktion f : R? — R wird definiert durch

z]y®
T = { 2?4y (‘T7y) # (070),
flew) {o, " @) - 0,0)

(a) Beweisen Sie, dass f in (0,0) stetig ist.

(b) Priifen Sie, ob f in (0,0) differenzierbar ist.

Aufgabe 2.2
Zeigen Sie fir
fla,y) =z +2y, T:={(z,y) e R?: z* +2y* =3},

dass max{f(z,y): (z,y) € T} existiert und bestimmen Sie dieses Maximum.

Aufgabe 2.3

Berechnen Sie das Integral

/z d(z,y,z), A:={(z,y,2) eR>: 22 +4?+ 2% <4, z,y,2z > 0}.
A
Aufgabe 2.4
Losen Sie auf dem Intervall (0, 00) das Anfangswertproblem
2 2
Z 1) dz— S dy=0, y(1)=2.
(xy )x 2 o y(1)

Hinweis: Es gibt eine Funktion z — pu(z) derart, dass die Differentialgleichung

ﬂ(z)<f§—1> d:c—2“y—(j’)dy:o

exakt ist.

Aufgabe 2.5

Bestimmen Sie alle Lésungen von
y @ — 4y + 5y = 300 — 4.

Hinweis: Sie kdnnen zunichst eine Lésung der Differentialgleichung
2" — 42 + 52 =300 —4

bestimmen.
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Hoéhere Mathematik | - Losungen

Losung 1.1

Offensichtlich gilt a, > 0. Wir zeigen induktiv, dass a, < 3 fiir alle n € N.
Fiir den Induktionsanfang n = 1 ist dies klar. Sei also n € N mit a, < 3.

= 342, <9 =  any <V9=3.

Damit ist gezeigt, dass 0 < a, < 3 fiir alle n € N, die Folge ist also beschrinkt. Weiterhin wollen wir (wiederum mit
vollsténdiger Induktion) zeigen, dass die Folge monoton steigend ist, dass also an41 > an gilt.
Induktionsanfang: n = 1

a2=\/3+2\/§2\/§:a1

Induktionsschluss: . ~~» n 4 1

LV.
An42 = / 3+ 2a"+1 > V34 2a, = An41

Die Folge ist also monoton und beschrankt und damit nach dem Monotoniekriterium konvergent, d.h. @ := lim an

. . n—o00
exitiert. Es ist dann

a= lm any1 = lim V3 +2an=,/34+2 lim a, = V3 + 2a
= a’=3+2a & a*-3-2a=(a+1)(a—3)=0
also (wegen an > 0) a = 3.

Losung 1.2
(a) Wir bestimmen den Konvergenzradius r:
lim sup (1 + 2(~1)")"| = limsup |1+ 2(~1)"| = 3,

und damit 7 = 3. Die Potenzreihe konvergiert also fiir [z| < % und divergiert fiir |z| > 3. Fiir z = +3 und
gerades n gilt

v (3) =3 (5) =

d.h. die Reihenglieder sind keine Nullfolge. Konvergenz liegt damit nur fiir —% <z< % vor.

1
b) Fir a, = ——— gilt:
(b) T 8
an | F 1211 A+ !
ant1|  VRE+1 m

Der Konvergenzradius betrigt also r = 1. Fiir den Randpunkt z = 1 ergibt sich

t .t 11
VRT+1 T Vn2inZz 2 n
und damit nach dem Minorantenkriterium Divergenz. Fiir z = —1 konvergiert die Potenzreihe nach dem Leibniz-

Kriterium hingegen, denn die Folge (ax) ist monoton fallend mit Grenzwert 0. Insgesamt liegt damit Konvergenz
genau fir —1 <z < 1 vor.

Losung 1.3
1 —cosz 1 z? 1 /2?2 z—0 1
@ e p (T ) =g (Fe) =
: 2/(2 1
lim L log(2z + 1) ¥ 1im 22251
z—0 z—0 1
Der zu berechnende Grenzwert ist also % -2=1.
e® 2e” 2 Z—00 2
b = = =92
(b) coshz e +4e® 1+e 2= 1+0
3 1 1 1
(c) Verwende I'Hospital: (zv/z — 1)’ = (zg -1 = gw; und (vz — 1) = 5% 3
_ L
- ]imM:lile=%=3
zol -1 a-llp=3 1/2
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Losung 1.4

(a) Verdichtige Stellen sind z = 0 (auf dem Rand) und z > 0 mit f'(z) = 0.

(b)

Wir beginnen mit der Untersuchung von z = 0: Es ist f(0) = 0 und f(z) > O fiir alle z > 0. Damit hat f in
x = 0 ein Jokales (sogar globales) Minimum.
Wir bestimmen die Nullstellen von f':

' 1 2 3 — 2772
=———— (301 — 3. _ S 27z
f(z) 0+ 9279 (3(1 4+ 92°) — 3z - 18z) T 0275
/ 2 2 1 1
fllz)=0e 3-212°=0 & 2 g e =3

Offenbar ist f'(z) > 0 fir 0 < z < j und f'(z) < 0 fiir + > . Damit hat f in =  ein lokales (sogar
globales) Maximum.

Fiir z,y € [0,00) besagt der Mittelwertsatz: Es gibt ein £ zwischen = und y (also £ > 0) mit f(z) — f(y) =
F (&) (x —y). Zeige, dass |f'(£)] < 3 fiir alle £ > 0:

3 —27¢?
(14 9¢2)?

3(14+9¢%) 3
T (149622 14982 =3

71|

Losung 1.5

()

(b)

Substitution: z = logt, dz = % dt

2 + 1 A+1 1 2 +1
e - = [ 2T
/ex+e—w dz /t+t~1 7 4 e /12+1

= log(t* + 1) + arctan ¢ it:e‘”
= log(e*® + 1) + arctan(e®)

t=e*

Substitution: = = t2, dz = 2t dt

9
/2(32‘/5 dr =
4

B,

3
2¢% . 2t dt:/4e2t-tdt
2

Produktintegration mit v’ = 4e% und v = ¢

2

3
= [262': -t]3 — /26% dt = [(2t - l)ezc];
2

=5e° — 3e* = ' (5e* — 3)
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Hoéhere Mathematik Il - Losungen

Losung 2.1

(a) Es gelte (0,0) # (zn,yn) — (0,0). Verwende Polarkoordinaten:

Tn = TnCOSPn, Yn = TnpSinyy,, wobei#r, = \/'/E%+y%_)0

1 ) .
J(@nsyn) = 5 (17 €05 @u] - 725in% @) = ol cos pn -sin® gn — 0 == £(0,0),

n

da Cosinus und Sinus beschrinkt.

(b) Die partiellen Ableitungen von f in (0,0) sind

£2(0,0) = lim w = lim 0-0 =0 und
t—0 t t—0 ¢
_ o f(0,4) = f(0,0) . 0-0
J(0,0) = fim === = i == =0
Somit ist f genau dann differenzierbar in (0, 0), wenn
1

F(f(w,y) —f(0,0)=0-2-0-y) =0 fiir (z,9) — (0,0)

Z‘2+y2
d.h. \/—;——Tyzf(m,y) — 0 fiir (z,y) — (0,0). Aber es gilt:

1 lzlz? 1

1 .
ﬁf(m,x):m. 5u _2\/5740 firz — 0

also ist f in (0,0) nicht differenzierbar.

Losung 2.2

Offenbar ist T' abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt. Zudem ist f stetig und daher existiert das Maximum.

Verdidchtige Stellen nach der Multiplikatorenregel von Lagrange:

e (z,y) mit h'(z,y) hat nicht maximalen Rang, wobei h(z,y) := z* + 2y* — 3, also #'(z,y) = (42° 8y*).

Rang nicht maximal & z =y = 0, erfiillt aber h(z,y) = 0 nicht.

e (z,y) mit grad H(z,y,A) = O fiir ein A, wobei H(z,y,\) := z + 2y + \(=z* + 2y* — 3).

Hy,=14+4)z3 20

3 3
=z =y, also z=y (x
Hy:2+8,\y3io} )

H,\:x4+2y4—~3£o (:*>) r=y==1

Die Funktionswerte lauten f(1,1) =3 und f(~1,—1) = —3, also ist 3 das gesuchte Maximum.

Losung 2.3

Verwende Kugelkoordinaten: z = rcospcosd, y = r
Menge A ist charakterisiert durch 0 < r < 2,0 < p < zund 0 < 9 <
Substitutionsregel:

/z d(z,y,z) =

A

xr x
2 2

2
///rsini?-rQCOSﬂdﬁdgodr
0 00

2
~/r3dr-
0
14]°
[ZTL'

sin J cos 9 dv

\MI#

o=

x
sin219] 22-4-
o 2

DO =

1
2

(=}

M|

iy

2

singpcos¥, z = rsind, d(z,y,z) = ricosd d(r,¢,). Die

(vergleiche Abbildung). Verwende die
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Losung 2.4

Die mit p(z) multiplizierte Differenzialgleichung ist exakt, wenn
o} 2 0 2u(z)
dy (M(x) (zy 1)) Oz ( y?

ww) (- p) =22 5w =Luw

y2

2 2z
- —z|dr—-—dy=
(y ) T

also

1 2x , v 2z
5% tely) = Fyz—gg‘l'c(y):—}};

also ¢/(y) = 0. Wihle c(y) = 0 und erhalte so: F(z,y) = %’” — 12®. Die Allgemeine Losung lautet daher

1o ¢ frcer
Y 2
Setze y(1) = 2 ein: C = 2 — 1 = 1 und Igse schlieBlich 27’” — 12 = L nach y auf:
4z
v =

Losung 2.5

Das chrakteristische Polynom lautet: p(A) = A* — 4A3 + 5)%, also p(A) = A2(A% — 4\ + 5). Damit ist A = 0 doppelte
Nullstelle; weitere Nullstellen liegen bei A1 2 = 2 4+ +/4 — 5 = 2 + 4. Fundametalsystem:

0 0 2 22 .
e ®, ze’®, e““cosz, eTsinz

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet also: y(z) = c¢1 + c2z + cz3e®® cosz + c4e®®sinz. Fir die
spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung setze z := 4" und verwende den Ansatz

2(z)=az+b = z"—4z'+5z:0—4a+5(aw+b):5a$—4a+5bé30w—4

= a=6,b=4 = zz)=6z+4=1y"(z).

Wihle y(z) = z® + 222, Die allgemeine Losung der gegebenen Gleichung ist also

y(z) = 2° + 22° + 1 + cox + c3e® cosz + cae®™sin(z) ¢; €R



