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Vorw ort

Diese Vorlesungsausarbeitung beruht auf der Vorlesung Informatik I I I, die ich
im Wintersemester2003/2004an der Universit•at Karlsruhe gehalten habe. Im
Sommersemester1993 und in den Wintersemestern1995/1996 und 1998/1999
habe ich bereit in Halle bzw. Konstanz Vorlesungen •uber die theoretischen
Grundlagen der Informatik angeboten. Die VorlesungInformatik I I I ist ausdie-
sen Vorlesungenweiterentwickelt worden. Inhaltlic h habe ich mich dabei sehr
stark auf das Buch Theoretische Informatik von Ingo Wegener(erschienen bei
Teubner) und \den Garey & Johnson", also das Buch Computers and Intr acta-
bility: A Guide to the Theory of NP-Completenessvon Michael R. Garey und
David S. Johnson,gest•utzt.

Das vorliegende Skript ist eine reine Vorlesungsausarbeitung, kein Lehrbuch.
Entsprechend ist es sprachlich eher knapp gehalten und inhaltlic h sicher an
einigen Stellen weit weniger umfangreich, als es ein entsprechendesLehrbuch
sein sollte. Ich ho�e, dassestrotzdem den Studierendenbei der Nacharbeitung
desVorlesungssto�s und der Pr•ufungsvorbereitung hilfreich sein wird.

Karlsruhe, im Oktober 2004 Dorothea Wagner
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Kapitel 1

Einf •uhrung

Inhalt: Theoretisc he Grundlagen der Informatik

Im Gegensatzzu Vorlesungenwie
"
Einf •uhrung in die Rechner{Arc hitektur \ oder

"
Datenstrukturen und e�zien te Algorithmen\ werden hier Themen behandelt,

die weiter von den Anwendungenentfernt sind. Es geht um prinzipielle Frage-
stellungen, d.h. Fragen, die zum Beispiel unabh•angig von

"
Programmierungs-

aspekten\ oder
"
konkreten Rechnern\ sind.

T ypisc he Fragestellungen:

� Gibt esAufgaben, die von einem Rechner | unabh•angig von der Art der
Programmierung beziehungsweise von physikalischen und elektronischen
Beschr•ankungen| nicht gel•ost werden k•onnen?

� Welche Aufgaben k•onnen | prinzipiell | e�zien t (in vern•unftiger Re-
chenzeit, mit vern•unftigem Speicherplatzbedarf) gel•ost werden?

Um dieseFragestellungensinnvoll zu behandeln, m•ussenKonzepte entwickelt
werden wie:

� ein grundlegendes(naives?)Rechnermodell

� eine grundlegendeProblemformulierung

Daf•ur muss gekl•art werden wie ein Rechner (der nur
"
Nullen\ und

"
Einsen\

kennt) ein Problem •uberhaupt l•ost.

1.1 Einf •uhrende Beispiele | Automatenmo dell,
Spracherk ennung, Entscheidungsproblem

Beispiel: Automatenmo dell

Wir betrachten einen
"
primitiv en Fahrkartenautomaten\ mit folgenden Funk-

tionen. Der Automat

1



2 KAPITEL 1. EINF •UHRUNG

� kennt nur eine Sorte von Fahrscheinen zum Preis von 3e ,

� akzeptiert nur M•unzen zu 1e und 2e ,

� gibt kein Wechselgeldheraus.

� warnt bei •Uberzahlung (zweimal 2e ) und erwartet eine Reaktion (er
spuckt sonst jede weitere M•unze aus):

{ •U berzahlungsbest•atigung (
"
habe absichtlich •uberbezahlt\ )

{ R eset (gib alles
"
m•ogliche\ Geld zur•uck; vergisswas sonst gelaufen

ist . . . )

Mo dell f •ur den Fahrk artenautomaten

Unser Modell vernachl•assigtdie Kartenausgabe und die M•unzpr•ufung. Der Au-
tomat musssich merken, wieviel bezahlt wurde, und den Wert in Abh•angigkeit
von der Eingabe •andern.

1R211 .......

endliche Kontrolle

Eingabeband

Abbildung 1.1: Modell f•ur den Fahrkartenautomaten

Das Eingabeband enth•alt ein Folge von Zeichen aus f 1; 2; •U; Rg. Die endliche
Kontrolle kennt verschiedeneZust•ande:0, 1, 2, 4, A(usgabe), A � 1, die denaktu-
ellen Zustand desAutomaten beschreiben. Das Eingabeband wird zeichenweise
gelesenund bewirkt •Uberg•ange von einem Zustand zu einem anderenZustand.
Zur Beschreibung der endlichen Kontrolle dient ein Graph:

E
Zustand Zustand

Eingabe

PSfrag replacements

Z1 Z2

Abbildung 1.2: Zustands•ubergang

Dieser Graph entspricht folgender Aktion: Be�ndet sich der Automat im Zu-
stand Z1, so geht er bei Eingabe von E in den Zustand Z2 •uber.
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Abbildung 1.3: •UbergangsgraphdesFahrkartenautomaten

F•ur den Fahrkartenautomaten ergibt sich folgender •Ubergangsgraph(sieheAb-
bildung 1.3).

Der Automat erkennt (d.h. akzeptiert) alle korrekten Bedienungsvorg•ange(Ein-
gabefolgen),d.h. alle Folgen, die in A oder A � 1 enden.M•oglicherweisewerden
mehrere Fahrkarten hintereinander erworben. Dieser Graph ist jedoch unvoll-
st•andig: zum Beispiel kann die Eingabefolge1; 1; R (Kunde hat zuwenig Geld)
nicht abgearbeitet werden. Der Graph mussalso vervollst•andigt werden.

DieseArt von Automaten ist o�en bar leicht realisierbar. �

Beispiel Sprac herk ennung:
Wir betrachten folgendesProblem: Ein Rechner (Automat) soll ein Programm
einer bestimmten Programmiersprache bearbeiten.

Dabei musszum Beispiel folgendesTeilproblem gel•ost werden:
"
Handelt essich

bei einemgegebenemSt•uck Programmtext (Zeichenfolge)um einenNamen(zum
Beispiel von Variablen)?\ Eine Beschreibungsform f•ur die Syntax von Program-
miersprachen ist zum Beispieldie Backus-Naur-F orm . Namenlassensich dar-
in wie folgt beschreiben:

< Name> ::= < Buchstabe> f < Symbol> g
< Symbol> ::= < Buchstabe> j < Zi�er >

< Buchstabe> ::= A j B j C j : : : j Z
< Zi�er > ::= 0 j 1 j : : : j 8 j 9

Dabei steht j f•ur eine Alternativ e und f g f•ur eine beliebigfache Wiederholung,
zu ersetzendeVariablen werden durch < > gekennzeichnet.

F•ur die Konstruktion einesAutomaten zur Erkennung von Namen gehenwir
davon aus, dassdie Eingabe nur aus Symbolen (also Buchstaben oder Zi�ern
und nicht Sonderzeichen oder •ahnliches) bestehe(sieheAbbildung 1.4).

�



4 KAPITEL 1. EINF •UHRUNG

Startzustand

erkennender Endzustand

PSfrag replacements

Z0 Z1

Z2

A, : : :, Z

A, : : :, Z

A, : : :, Z

0; : : : ; 9

0; : : : ; 9

0; : : : ; 9

Abbildung 1.4: Dieser Automat erkennt alle korrekten Namen

Beispiel: En tscheidungsprobleme:

(1) Primzahlen:

Gegeben: Eine nat•urliche Zahl

Frage: Ist die Zahl eine Primzahl?

Aufgabe: Konstruiere einen Automaten, der alle Primzahlen erkennt.

(2) L•osenvon Gleichungssystemen:

Gegeben: Ein linearesGleichungssystem(z.B. in Form einer Matrix)

Frage: Ist dasGleichungssysteml•osbar?(Dazu •aquivalent: Ist dasGlei-
chungssysteminvertierbar?)

Aufgabe: Erkennealle invertierbaren Matrizen.

(3) Rundreise (TSP):

Gegeben: Fahrplan der Deutschen Bahn

Frage: Gibt eseine Verbindung, die in einer deutschen Stadt mit min.
600.000 Einwohnern1 startet, in jeder (deutschen) Stadt mit
min. 600.000Einwohnern genaueinmal h•alt, nur aus ICEs be-
steht und h•ochstens20 Stunden braucht?

�

1 In Deutschland gibt es 7 St•adte mit mehr als 600.000 Einwohnern: Berlin(3.500.000),
Dortm und(610.000), Essen(630.000), Frankfurt a. M.(660.000), Hamburg(1.661.000),
K •oln(1.003.000) und M •unchen(1.300.000).
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Die zentrale Aufgabe der theoretischen Informatik ist dasErkenneneiner
"
Spra-

che\ .

Die Ziele sind dabei:

1. Exakte Formulierung der verwendetenBegri�e.

Zum Beispiel: Automat, Zustand, Sprache, : : :

2. Beantwortung der Frage
"
Was bedeutet es,dassein Rechner ein Problem

l•ost?\ mit Hilfe einesformalen Begri�apparates.

3. Aussagen•uber M•oglichkeiten und GrenzendieserKonzepte.
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Kapitel 2

Endlic he Automaten und
regul •are Ausdr •ucke

2.1 Deterministisc he endlic he Automaten und
formale Sprachen

2.1 Def inition
Ein (deterministischer) endlicher Automat (D)EA besteht aus:

� Q, einer endlichen Mengevon Zust •anden ;

� � , einer endlichen Mengevon Eingab esymbolen , Alphab et ;

� � : Q � � ! Q, einer •Ub ergangsfunktion ;

� s 2 Q, einem Startzustand ;

� F � Q, einer Mengevon Endzust •anden .

Bemerkung :
Der Automat hei�t

� endlich, da die Zustandsmenge(vgl. mit Speicher, Ged•achtnis) endlich ist;

� deterministisch, da � eine Funktion ist und der Automat somit in jedem
Schritt eindeutig arbeitet. Es gibt keineZuf•alligkeiten oder Wahlm•oglich-
keiten.

Notation
Wir bezeichnen endliche Automaten auch kurz mit (Q; � ; � ; s;F ).

W as kann ein endlic her Automat?

Gegeben ist eine Eingabe als endliche Folge von Eingabesymbolen. Der Au-
tomat entscheidet, ob die Eingabe zul•assig ist oder nicht, indem er in einem

7



8 KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMA TEN

Endzustand endet oder nicht.

Formales Sprac hk onzept

2.2 Def inition
� Ein endlichesAlphab et � ist eine endliche Mengevon Symbolen.

� Eine endliche Folge von Symbolen aus � hei�t W ort (•uber � ).

� Die Menge aller W•orter •uber � hei�t � � .

� Die Anzahl der Symbole eines Wortes w ist die L •ange von w, sie wird
durch die Kardinalit •at von w (jwj) bezeichnet.

� Das leere W ort hei�t " (j" j = 0); esgilt " 2 � � f•ur alle � .

� Aus zwei W•ortern w1; w2 erh•alt man die Konk atenation , d.h. ein Wort
w = w1 � w2, durch Hintereinanderschreiben.

wi := w � : : : � w| {z }
i � M al

w0 := "

Oft schreiben wir statt w1 � w2 auch nur w1w2.

Beispiele:

(1) Sei � := f 0; 1g. Dann ist

� � = f "|{z}
L •ange 0

; 0; 1
|{z}

L •ange 1

; 00; 01; 10; 11
| {z }

L •ange 2

; 000; 001; 010; 011; : : :
| {z }

L •ange 3

; : : :g

(2) 01� 01 = 0101; 01� " = 01
�

2.3 Def inition
Eine Menge L von W•ortern •uber einem Alphabet � , d.h. L � � � , hei�t (for-
male) Sprac he •uber � .

Beispiele:

(1) Sei � = f A, . . . , Zg.

L := f w 2 � � j w ist ein Wort der deutschen Spracheg

= f AAL, AAS, AASEN, AASFLIEGE, AASGEIER, . . . g(sieheDuden)

(2) Sei � = f 0; 1; : : : ; 9g.

L := f w 2 � � j w ist Primzahlg = f 2; 3; 5; : : :g

(3) Sei � beliebig, a 2 �.

JedeSprache •uber � ist Element der Potenzmenge2� �
, zum Beispiel

L = � � ; L = ; ; L = f "g; L = f ag; : : :
�
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2.4 Def inition
L•a�t sich ein Wort w schreiben als w = u � v � x, wobei u; v; x beliebigeW•orter
sind, so hei�t:

u Pr•a�x
v Teilwort
x Su�x

9
=

;
von w

Beispiel :
Das Wort TAL hat:

Pr•a�xe P = f " , T, TA, TAL g
Su�xe S = f " , L, AL, TAL g
Teilworte f Ag [ P [ S

�

Konstruktion weiterer Sprac hen aus bereits bestehenden Sprac hen

2.5 Def inition
SeienL; L 1; L 2 � � � Sprachen.

Pro duktsprac he: L 1 � L 2 := f w1 � w2 j w1 2 L 1; w2 2 L 2g

k{fac hes Pro dukt : L k := f w1 � w2 � : : : � wk j wi 2 L f•ur 1 � i � kg;

L 0 := f "g

Quotien tensprac he: L 1=L2 := f w 2 � � j 9 z 2 L 2 mit w � z 2 L 1g

Kleene'sc her Absc hluss : L � :=
S

i � 0
L i = f w1 � : : : � wn j wi 2 L; n 2 N0g

positiv er Absc hluss : L + :=
S

i> 0
L i

Komplemen tsprac he: L c := � � nL

Bemerkungen und Beispiele

(1) � � ist Kleene'scher Abschluss von �.

(2) Sei L 1 = f 0; 10g und L 2 = f "; 0g. Dann sind:

L 1 � L 2 = f 0; 10; 00; 100g
L �

1 = f "|{z}
L 0

1

; 0; 10
| {z }

L 1
1

; 00; 010; 100; 1010
| {z }

L 2
1

; : : :g

L 1=L2 = f "; 1; 0; 10g

�

2.6 Def inition
� Ein endlicher Automat erk ennt oder akzeptiert eineSpracheL, d.h. eine

Menge von W•ortern •uber dem Alphabet des Automaten, wenn er nach
Abarbeitung einesWortes w genau dann in einem Endzustand ist, wenn
das Wort w in der Sprache L ist (w 2 L).

� Eine formale Sprachehei�t endlic he Automatensprac he, wenneseinen
endlichen Automaten gibt, der sie erkennt.
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Frage: W elche Sprac hen sind endlic he Automatensprac hen?

2.7 Def inition
Eine Sprache L � � � hei�t regul •ar , wenn f•ur sie einer der folgendenPunkte
gilt: (induktiv e De�nition)

I. Verankerung:

(1) L = f ag mit a 2 � oder

(2) L = ;

I I. Induktion: SeienL 1; L 2 regul•are Sprachen

(3) L = L 1 � L 2 oder

(4) L = L 1 [ L 2 oder

(5) L = L �
1

Regul•ar sind also die Sprachen, die sich aus Sprachen vom Typ (1), (2) oder
durch endlich viele Operationen vom Type (3), (4), (5) erzeugenlassen.

Bemerkungen und Beispiele

(1) Die Sprache aller W•orter •uber f 0; 1g, die als vorletztes Zeichen eine 0
haben:

(1) (1) (1) (1) (1)

(4) (4)

(3)

(3)

(5)

L := ({  }  {  })    { }  ({  }  {  })

PSfrag replacements

000 [[ 11 ��
�

Abbildung 2.1: Aufbau der Sprache L

(2) f "g ist eine regul•are Sprache, denn f "g = ; � . �

2.8 Def inition
Sei � eineAlphabet. Eine regul•are Sprache •uber � kann durch einenregul •aren
Ausdruc k beschrieben werden. Dabei bezeichnet:

� ; den regul•aren Ausdruck, der die leereMenge beschreibt.

� " den regul•aren Ausdruck, der die Menge f "g beschreibt.
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� a den regul•aren Ausdruck, der die Menge f ag beschreibt.

Wenn �; � regul•are Ausdr•ucke sind, die die Sprachen L(� ); L (� ) beschreiben,
so schreiben wir � [ � ; � � � ; � + bzw. a� f•ur die regul•aren Ausdr•ucke, die die
Sprachen L(� ) [ L (� ); L (� ) � L (� ); L (� )+ bzw. L (� ) � beschreiben.

Notation
Wir schreiben auch � statt L (� ) und w 2 � statt w 2 L(� ).

Beispiele:

(1) L := (0 [ 1) � 0(0 [ 1) ist der regul•are Ausdruck f•ur die Sprache desobigen
Beispiels.

(2) L := f w 2 f 0; 1g� j w enth•alt 10 als Teilwortg = (0 [ 1) � 10(0 [ 1) �

(3) L := f w 2 f 0; 1g� j w enth•alt 10 nicht als Teilwortg = 0� 1� , denn

� w 2 0� 1� ) w 2 L ; also ist 0� 1� � L .

� Sei w 2 L . Dann kommen nach der ersten Eins keine Nullen mehr
vor, d.h. w = w01: : : 1 wobei w0 keine 1 enth•alt. Also ist w 2 0� 1� .

(4) L := f w 2 f 0; 1g� j w enth•alt 101 als Teilwortg = (0 [ 1) � 101(0 [ 1) �

(5) L := f w 2 f 0; 1g� j w enth•alt 101 nicht als Teilwortg

Sei w 2 L und w enthalte 10 genaun-mal als Teilwort (n > 0). D.h.

w = w110w210: : : wn 10wn +1 =

 
nY

i =1

(wi 10)

!

wn +1 ;

wobei wi 10 nicht enth•alt. Da w 2 L , darf 101 nicht vorkommen. Das
bedeutet, dass wi mit Null beginnt f•ur alle i > 1. Ausnahmen sind w1,
das auch mit einer Eins beginnendarf bzw. leer sein kann, und wn +1 , das
auch leer sein darf.

Also gilt

w =

 
n � 1Y

i =0

(vi 100)

!

vn 10wn +1

mit vi 2 0� 1� f•ur 1 � i � n und wn +1 2 " [ 0(0 � 1� )) .

Also f•ur ein w 2 L , in dem 10 n-mal vorkommt, gilt:

w 2

 
n � 1Y

i =0

0� 1� 100

!

0� 1� 10(" [ 0(0� 1� ))

) w 2 (0� 1� 100) � 0� 1� 10(" [ 00� 1� )

Insgesamt haben wir

L = 0� 1�
| {z }

( � )

[ (0� 1� 100) � 0� 1� 10(" [ 00� 1� )

(� ) 10 kommt kein Mal vor.
�
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Ziel:

� Welche Sprachen werden durch endliche Automaten erkannt?

� Welche Beschreibung f•ur dieseSprachen gibt es?

� Gibt eszu jeder regul•aren Sprache einen endlichen Automaten, der diese
erkennt?

� Konstruktion eineserkennendenAutomaten f•ur regul•are Sprachen.

Zun•achst widmen wir uns der
"
Erkennbarkeit\ .

2.9 Satz
Jederegul•are Sprache wird von einem(deterministischen) endlichen Automaten
(DEA) akzeptiert.

Bew eis: Sei L eine regul•are Sprache •uber �, d.h. L sei durch einen regul•aren
Ausdruck beschreibbar. Sei n die Zahl der

"
[ \ ,

"
�\ bzw.

"
� \ {Zeichen in diesem

Ausdruck.

Induktion •ub er n ; also •ub er die Struktur von L .

Induktionsanfang n = 0 : D.h. L = ; oder L = a, dann existieren dazu DEA
(sieheAbbildung 2.2).

PSfrag replacements

L = ; :

L = a:

�

�

�

� nf ag

s

s

a a

e

Abbildung 2.2: DEA's f•ur den Induktionsanfang

Induktionssc hlu� : Annahme: Es existieren deterministische endliche Auto-
maten f•ur alle Sprachen, die durch regul•are Ausdr•ucke mit n Zeichen aus
f[ ; �;� g beschreibbar sind. Nun soll mindestensein Zeichenmehr enthalten
sein.

� Sei L = L 1 [ L 2, wobei L 1 und L 2 regul•are Sprachen sind, die durch
einen regul•aren Ausdruck mit n oder weniger Zeichen beschreibbar
sind. Nach Induktionsannahme existieren deterministische endliche
Automaten, die L 1 bzw. L 2 akzeptieren. Die entsprechenden DEAs
seienA i := (Qi ; � ; � i ; si ; Fi ) f•ur L i f•ur i = 1; 2.
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PSfrag replacements s

s1

s2

A 1

A 2

F1

F2

Abbildung 2.3: EA f•ur L = L 1 [ L 2

Erster Versuch, darauseinendeterministischen endlichen Automaten
f•ur L 1 [ L 2 zu konstruieren:
Der deterministische endliche Automat (Q; � ; � ; s;F ) f•ur L m•usste
dann wie folgt aussehen:

{ Q = Q1 [ Q2 [ f sg (es sind die Zust•ande in Q1 bzw. Q2 entspre-
chend zu benennen,dassQ1 \ Q2 = ; )

{ F = F1 [ F2

{ � (q; a) =

8
><

>:

� 1(q; a) falls q 2 Q1

� 2(q; a) falls q 2 Q2

? falls q = s

Es m•u�te einen •UbergangohneLeseneinesZeichensgebenmit Wahl-
m•oglichkeit. Dies geht jedoch nicht in einem DEA. Neuer Versuch
•uber den

"
Umweg\ der nichtdeterministischen endlichen Automaten.

Der Beweis von Satz 2.9 folgt sp•ater.

2.2 Nic htdeterministisc he endlic he Automaten

2.10 Def inition
1. Ein nic htdeterministisc her endlic her Automat (NEA) besteht aus:

� Q, einer endlichen Zustandsmenge;

� � , einem endlichen Alphabet;

� � , einer •Ubergangsfunktion � : Q � (� [ f "g) ! 2Q , wobei 2Q die
Potenzmengevon Q darstellt.
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D.h., bei der Abarbeitung einesEingabesymbols aus � kann der Au-
tomat sich | nichtdeterministisch | aussuchen, in welchen Zustand
aus einer Teilmenge von Q er geht. Er kann auch ohne Lesen ei-
nes Eingabesymbols

"
spontan\ sogenannte " - •Uberg•ange ausf•uhren.

� (q; a) kann auch ; sein, d.h. es gibt zu q bei Lesen von a keinen
Folgezustand.

� s, einem Startzustand;

� F , einer Mengevon Endzust•anden;

2. Ein nichtdeterministischer endlicher Automat akzeptiert eine Wort w 2
� � , wenn eseine Folge von •Uberg•angengibt (auch "- •Uberg•ange), so dass
er bei Eingabe von w in einen Endzustand gelangt, d.h. bei Eingabe von
w ein Endzustand erreichbar ist.

Beispiel :
Der Automat zur Erkennung von L = L 1 [ L 2 ausobigemBeweisversuch ist ein
nichtdeterministischer endlicher Automat mit:

� (q; a) =

8
>>><

>>>:

� i (q; a) falls q 2 Qi ; a 2 �
f s1; s2g falls q = s; a = "

; falls q 2 Q1 [ Q2; a = "
; falls q = s; a 2 �

Je nach Verzweigung aus s herauskann der nichtdeterministische endliche Au-
tomat in einem Zustand aus F enden,oder nicht. �

Anscheinendsind nichtdeterministischeendlicheAutomaten wesentliche
exibler
und m•achtiger als deterministische !?

Wir werden sehen,dassdies jedoch nicht der Fall ist.

Notation: " -Absc hluss F•ur einen Zustand q 2 Q ist der " {Absc hluss E (q)
wie folgt de�niert:

E (q) :=
�

p 2 Q j p ist von q durch eine Folge von "{ •Uberg•angenerreichbar
	

Beachte esgilt:

� E (q) � Q; E(q) 2 2Q

� q 2 E(q)

Erw eiterung von �

Um "{ •Uberg•angebei der •Ubergangsfunktion � ber•ucksichtigen zu k•onnen,m•us-
senwir � geeigneterweitern.

1. ber•ucksichtige " -Abschluss :

�� : Q � (� [ f "g) ! 2Q
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�� (q; a) =

8
><

>:

E(q) falls a = "
S

p2 E (q)

 
S

r 2 � (p;a )
E(r )

!

f•ur a 2 �

2. Erweiterung auf Mengen von Zust•anden :

�� : 2Q � (� [ f "g) ! 2Q

�� (P; a) =

8
><

>:

S

p2 P
E(p) falls a = "

S

p2 P

�� (p;a) f•ur a 2 �

3. induktiv e Erweiterung auf W•orter:

�� : Q � � � ! 2Q

�� (q; w) =

8
>><

>>:

E(q) falls w = "
� (q; w) falls w = a 2 �

S

p2 �� (q;v )

�� (p;a) falls w = va; a 2 � ; jvj > 0

4. Analog f•ur Mengen von Zust•anden:

�� : 2Q � � � ! 2Q

�� (P; w) =
[

p2 P

�� (p;w)

Oft schreiben wir � auch an Stellen, an denen eigentlich �� verwendet werden
m•usste.

2.11 Def inition
Zwei endliche Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren,hei�en •aquiv alen t .

2.12 Satz ( •Aquiv alenz von NEA's und DEA's)
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt eseinen •aquivalen-
ten deterministischen endlichen Automaten.

Bew eis Potenzmengenk onstruktion:
Gegeben seiein nichtdeterministischer endlicher Automat A . Eine Abarbeitung
eines Wortes w in A besteht aus einer Folge von "- •Uberg•angen und

"
echten\

•Uberg•angen. Bei jedem echten •Ubergang wird ein Symbol abgearbeitet. Falls
der nichtdeterministische endliche Automat ein Wort w akzeptiert, dann gibt
es eine Abarbeitung, die in einem Endzustand endet. Der nichtdeterministi-
sche endliche Automat kann also ohne Abarbeitung einesBuchstabens in alle
Zust•andedes"-Abschlusses•ubergehen.Ist ein Zustand q bei der Eingabe eines
Wortes erreichbar, so sind dies auch alle Zust•ande aus E(q).

In einem DEA ist die Abarbeitung eines Wortes eindeutig, und es gibt nur

"
echte\ •Uberg•ange.

Idee: Jede Abarbeitung des nichtdeterministischen endlichen Automaten wird
durch den deterministischen endlichen Automaten simuliert. Die Zust•ande des
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s

PSfrag replacements

"

""

"

"

"""

a
a

a

b

b

b

b

Abbildung 2.4: M•ogliche Abarbeitungen von w = ab in einem NEA mit ab 2
L; a 62L

PSfrag replacements

s
a

a
b

b
a; b

Abbildung 2.5: Die Abarbeitung von w = ab bei einem •aquivalenten DEA

DEA bestehendaf•ur ausMengenvon Zust•andendesNEA. Falls der nichtdeter-
ministische endliche Automat dasWort w akzeptiert, dann gibt eseineAbarbei-
tung, die in einem Endzustand endet. Der deterministische endliche Automat
muss also auch in einem seiner Endzust•ande enden. Dies sind die Zust•ande
(� Mengen von Zust•anden des nichtdeterministischen endlichen Automaten),
die einen Endzustand des nichtdeterministischen endlichen Automaten enthal-
ten.

Potenzmengenk onstruktion: Gegeben sei ein NEA A := (Q; � ; � ; s;F ). Wir
konstruieren daraus einen DEA eA := ( eQ; � ; e� ; es; eF ):

� eQ = 2Q , d.h. die Zust•andedesDEA sind Mengenvon Zust•andendesNEA.

� e� : eQ � � ! eQ mit e� (eq; a) = �� (eq; a) f•ur a 2 �. Es ist also eq � Q und jeder
Zustand wird mit seinem"{Abschluss im NEA identi�ziert.

� es := E(s)

� eF :=
n

eq 2 eQ j eq \ F 6= ;
o

Dadurch kann man von einemZustand eq ausbei der Eingabea 2 � alle Zust•ande
erreichen,die im "{Abschlusseinerder m•oglichenFolgezust•andeeinesder � (q; a)
(f•ur q 2 eq) liegen.

eA ist per Konstruktion ein deterministischer endlicher Automat. Es bleibt zu
zeigen,dassA und eA dieselbe Sprache akzeptieren.

Wir zeigenper Induktion •uber die L•ange der W•orter w, dass f•ur alle w 2 � �

gilt:
e� (es;w) = �� (s;w)

Bemerkung: Wir zeigendamit eine sch•arfere Aussageals n•otig, aber dann gilt
auch:

w 2 L( eA) , e� (es; w) 2 eF , �� (s;w) \ F 6= ; , w 2 L(A)
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Induktion •ub er jw j

Induktionsanfang jw j = 0 : D.h. w = " ; dann ist e� (es;w) = es.

Konvention: e� (eq; w) = ep bedeutet: bei der Abarbeitung von w ausZustand
eq wird Zustand ep erreicht. Dabei ist w = " erlaubt. (VergleicheErweiterung
von � auf W•orter, Fall 3) Damit ist:

e� (es;w) = es = E(s) = �� (s;w)

Induktionssc hlu� jw j = n + 1 : Induktionsvoraussetzung:f•ur alle W•orter w0

mit jw0j � n gilt e� (es;w0) = �� (s;w0). Sei w so, dassw = w0a mit jw0j = n
und a 2 � gilt.

e� (es;w) = e� (e� (es; w0); a)

=
(IV)

e� ( �� (s;w0); a)

=
Def e�

�� ( �� (s;w0); a) =
[

p2 �� (s;w 0)

�� (p;a) = �� (s;w)

�

Bemerkung :
Nach Konstruktion gilt j eQj = 2jQ j . D.h. der Nichtdeterminismus (also die Wahl-
m•oglichkeit und die " { •Uberg•ange) kann mit einem gewissenZusatzaufwand
(#Zust •ande b= Speicherplatz) beseitigt werden. Im allgemeinenverringert sich
die Abarbeitungszeit: bei einem DEA ist die Abarbeitung zu w geradejwj, bei
einem NEA ist sie dagegenungewiss.

Beispiel :
Sprache aller W•orter, deren vorletztes Symbol 0 ist: L = (0 [ 1) � 0(0 [ 1)

Abbildung 2.6 zeigt einen NEA, der L erkennt, Abbildung 2.7 beschreibt den
•aquivalenten DEA, der durch die Potenzmengenkonstruktion entstanden ist. F•ur
diesenergibt sich:

PSfrag replacements

s q f
0; 1

0; 1
0

0

1

Abbildung 2.6: NEA f•ur L

PSfrag replacements

f sg f s;qg

f s; f g f s; q; f g 0

0
0

0

1

11

1

Abbildung 2.7: DEA f•ur L



18 KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMA TEN

� Anfangszustand ist E (s) = f sg

� Zust•ande sind f sg; f s; qg; f s; f g; f s; q; f g

� Endzust•ande sind f s; f g; f s; q; f g

� Alle anderenZust•ande aus 2Q , die nicht vorkommen,werden gestrichen.
�

Wir verwendennun dasKonzept der nichtdeterministischen endlichen Automa-
ten f•ur den noch ausstehendenBeweis von Satz 2.9.

Bew eis zu Satz 2.9:
Zu zeigen: Jede regul•are Sprache wird von einem deterministischen endlichen
Automaten akzeptiert.

Der Induktionsanfang f•ur L = ; beziehungsweiseL = a wurde bereits gezeigt.
Wir zeigenhier nur den Induktionsschritt f•ur regul•are Sprachen L = L 1 [ L 2,
L = L 1 � L 2 und L = L �

1.

SeienalsoL 1 und L 2 regul•areSprachen,die von dendeterministischenendlichen
Automaten A i := (Qi ; � ; � i ; si ; Fi ) erkannt werden.

� Gesucht ist ein deterministischer endlicher Automat zu L 1 [ L 2.

Sei A := (Q; � ; � ; s;F ) ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
Q := Q1 [ Q2 [ f sg (s 62Qi ), F = F1 [ F2 und

� (q; a) :=

8
>>><

>>>:

f � i (q; a)g falls q 2 Qi ; a 2 � ; i 2 f 1; 2g

; falls q 2 Qnf sg; a = "
f s1; s2g falls q = s; a = "

; falls q = s; a 6= "

Die Abbildung 2.8 illustriert die Konstruktion. Dann gilt o�ensichtlich
L (A) = L . Zu A kann ein •aquivalenter deterministischer endlicher Auto-
mat konstruiert werden.

� Gesucht ist ein deterministischer endlicher Automat zu L 1 � L 2.

Sei A := (Q; � ; � ; s;F ) ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
Q := Q1 [ Q2, s := s1, F := F2 und

� (q; a) :=

8
><

>:

f � i (q; a)g falls q 2 Qi ; a 2 � ; i 2 f 1; 2g
; falls q 2 QnF1; a = "

f s2g falls q 2 F1; a = "

Die Abbildung 2.9 illustriert die Konstruktion. Dann gilt o�ensichtlich
L (A) = L . Zu A kann ein •aquivalenter deterministischer endlicher Auto-
mat konstruiert werden.
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e

e

PSfrag replacements s

s1

s2

A 1

A 2

F1

F2

Abbildung 2.8: NEA f•ur L 1 [ L 2

e

PSfrag replacements

s1 s2

F1 F2

A 1 A 2

Abbildung 2.9: NEA f•ur L 1 � L 2

� Gesucht ist ein deterministischer endlicher Automat zu L �
1.

Sei A := (Q; � ; � ; s;F ) ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
Q := Q1 [ f s; f g, wobei s und f neueZust•ande sind, F := f f g und

� (q; a) :=

8
>>>>>><

>>>>>>:

f � 1(q; a)g falls q 2 Q1; a 2 �

; falls q 2 Q1nF1; a = "
f f g falls q 2 F1 [ f sg; a = "

; falls q 2 f s; f g; a 6= "
f s1g falls q 2 f s; f g; a = "

Die Abbildung 2.10 illustriert die Konstruktion. Dann gilt o�ensichtlich
L (A) = L . Zu A kann ein •aquivalenter deterministischer endlicher Auto-
mat konstruiert werden.

�
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e

e

e

e

PSfrag replacements

s1

F1

A

s f

Abbildung 2.10: NEA f•ur L �
1

Wir haben bei nichtdeterministischen endlichen Automaten explizit " - •Uber-
g•ange erlaubt. Diese sind nat•urlich bei der Konstruktion von Automaten zu
Sprachen sehr brauchbar. Kommt man auch ohne "- •Uberg•ange aus, ohne die
Anzahl der Zust•ande zu vergr•o�ern?

2.13 Satz
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten mit " - •Uberg•angen gibt
eseinen•aquivalenten nichtdeterministischenendlichen Automaten ohne"- •Uber-
g•angen,der nicht mehr Zust•ande hat.

Bew eis: Sei A := (Q; � ; � ; s;F ) ein nichtdeterministischer endlicher Automat
mit " { •Uberg•angen.Wir konstruieren einen •aquivalenten nichtdeterministischen
endlichen Automaten eA := ( eQ; � ; e� ; es; eF ) ohne"{ •Uberg•ange,der dieselbe Spra-
che akzeptiert und nicht mehr Zust•ande hat. Wir w•ahlen:

� eQ := (QnF ) [ eF

� es := s

� Zu e� : Es soll e� (q; a) f•ur a 2 � genaudie Zust•andeenthalten, in die A von q
ausmit einer beliebigeAnzahl von "{ •Uberg•angenund demanschlie�enden
Lesenvon a kommen kann, d.h.

e� (q; a) =

(
f qg falls a = "

� (E (q); a) sonst

� eF := f q j E (q) \ F 6= ;g

Damit akzeptiert eA dieselbe Sprache wie A, und j eQj � jQj. �
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Wir haben mit Satz 2.9 gezeigt,dasseszu jeder regul•aren Sprache einen(nicht)
deterministischen endlichen Automaten gibt, der sie akzeptiert. Es gilt noch
mehr, n•amlich dassdie regul•aren Sprachen genau die Sprachen sind, die durch
einen nichtdeterministischen beziehungsweise deterministischen endlichen Au-
tomaten akzeptiert werden. Es gilt also auch die Umkehrung von Satz 2.9.

2.14 Satz
JedeSprache, die von einem endlichen Automaten erkannt wird, ist regul•ar.

Bew eis: Sei ein deterministischer endlicher Automat A = (Q; � ; � ; s;F ) ge-
geben, der die Sprache L akzeptiert. Es ist zu zeigen, dass L regul•ar ist. Sei
Q = f q1; : : : ; qn g. Es gilt:

L = f w 2 � � j A endet nach Abarbeitung von w in einem Zustand aus F g

Die Abarbeitung eines Wortes w = a1 : : : ak bewirkt das Durchlaufen einer
Folge von Zust•anden s;q1; : : : ; qk , wobei nicht notwendig qi 6= qj f•ur i 6= j
gilt. Wir suchen die W•orter, die eine Folge bewirken, deren letzter Zustand in
F ist. Betrachte dazu f•ur jeden Zustand f 2 F getrennt die W•orter, deren
Abarbeitung in f endet. Zu f 2 F de�niere:

L f := f w 2 � � j A endet nach Abarbeitung von w in f g

= f w 2 � � j w •uberf•uhrt s in f (im Automaten A)g

Damit ist L =
S

f 2 F L f . Wenn wir zeigenk•onnen, dassf•ur alle f 2 F

L f regul•ar ist, so ist auch L regul•ar.

Wir de�nieren zu qr ; qt 2 Q: L qr ;qt := f w 2 � � j w •uberf•uhrt qr in qt g. Insbe-
sonderegilt also: L f = L s;f . Unterteile L qr ;qt :

L qr ;i;q t :=
�

w 2 � �

�
�
�
�

Abarbeitung von w aus qr nach qt hat nur
Zwischenzust•ande f q1; : : : ; qi g

�

(also w bewirkt: qr ! : : : : : : : : :| {z }
2f q1 ;::: ;qi g

! qt :)

Damit gilt L qr ;qt = L qr ;n;q t .

Wir zeigen,dassL qr ;i;q t f•ur qr ; qt 2 Q und 1 � i � n regul•ar sind:

� Zun•achst betrachten wir direkte •Uberf•uhrungen, also i = 0:

L qr ;0;qt :=
�

w 2 � �

�
�
�
�

Abarbeitung von w f•uhrt von qr nach qt

ohne Zwischenzustand

�

Falls r = t und somit qr = qt ist, ist L qr ;0;qt = f a 2 � j � (qt ; a) = qt g[ f "g.
Andernfalls betrachten wir alle w mit qr

w! qt , ohne Zwischenzust•ande,
also L qr ;0;qt = f a 2 � j � (qr ; a) = qt g:

DieseSprachen sind jeweils regul•ar.
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� Betrachte nun i = 1:

L qr ;1;qt :=
�

w 2 � �

�
�
�
�

w •uberf•uhrt qr in qt entweder direkt oder
unter Benutzung nur von q1

�

Es gilt dann:

L qr ;1;qt = L qr ;0;qt [
�
L qr ;0;q1 � L �

q1 ;0;q1
� L q1 ;0;qt

�

Also ist L qr ;1;qt auch wieder regul•ar.

� Es gilt allgemein:

L qr ;i +1 ;qt = L qr ;i;q t [
�

L qr ;i;q i +1

�
L qi +1 ;i;q i +1

� �
L qi +1 ;i;q t

�

Da f•ur L � ;i +1 ;� nur die Sprachen L � ;i; � und [ ; �; � verwendet werden, ist gezeigt
(per Induktion), dassL � ;i +1 ;� regul•ar ist f•ur beliebigesi (1 � i + 1 � n) und alle
ZustandspaareausQ2. Damit ist gezeigt,dassinsbesondereL f = L s;n;f regul•ar
ist f•ur jedesf 2 F . �

Beispiel :
Wir betrachten (Q; � ; � ; s;F ) mit Q := f q1 := s;q2 := qg; � := f 0; 1g; F := f sg
und � wie in Abbildung 2.11.

PSfrag replacements

0; 1

0; 1

s q

Abbildung 2.11: Beispiel

Es ist die Sprache L gesucht, die durch diesenendlichen Automaten akzeptiert
wird. Es gilt L = L q1 ;2;q1 :

Dann ist L qi ;0;qi = " und L qi ;0;qj = (0 [ 1) f•ur i; j 2 f 1; 2g; i 6= j .

L q1 ;1;q1 = L q1 ;0;q1 [ L q1 ;0;q1 (L q1 ;0;q1 ) � L q1 ;0;q1 = "

L q1 ;1;q2 = (0 [ 1) [ "" � (0 [ 1) = 0 [ 1

L q2 ;1;q1 = (0 [ 1) [ (0 [ 1)"" � = 0 [ 1

L q2 ;1;q2 = " [ (0 [ 1)" � (0 [ 1) = " [ (0 [ 1)(0 [ 1)

L = L q1 ;2;q1 = L q1 ;1;q1 [ (L q1 ;1;q2 (L q2 ;1;q2 )� L q2 ;1;q1 )

= " [ (0 [ 1) ((0 [ 1)(0 [ 1)) � (0 [ 1) = ((0 [ 1)(0 [ 1)) �

�
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Wir haben gezeigt, dass die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen
genaudie regul•aren Sprachen sind. (Satz 2.9, Satz 2.14). Dies wird auch als der
Satz von Kleene bezeichnet.

Frage: Was k•onnen endliche Automaten nicht? Sie k•onnen keine nicht-regu-
l•arenSprachenerkennen.Aber wie zeigt man die Nichtregularit •at einerSprache?

Beispiel :
Die Sprache L der korrekten Klammerausdr•ucke •uber � = f (; )g.

Zum Beispiel:

�
()()

�
;

 

()()
�

()
�

!

2 L ((()) ; (()))()( 62L

Die Klammerung ist genaudann korrekt, wennw gleich viele •o�nende wie schlie-
�ende Klammern enth•alt, und wenn man w von links nach rechts liest, so gibt
esnie mehr

"
)\ als

"
(\ bis dahin. (D.h. eswerden keine Klammern geschlossen,

die nicht vorher ge•o�net worden sind.)

Ein Automat, der L erkennenkann, mussin der Lagesein,sich f•ur ein beliebiges
Wort w 2 L die Anzahl von ( gegen•uber ) zu merken,alsodie Di�erenz zwischen
#( und #). Diese kann aber beliebig gro� werden, und der Automat m•uss te
•uber unendliche viele Zust•ande verf•ugen. Die Sprache der Klammerausdr•ucke
ist also zwar simpel, aber wohl nicht regul•ar. �

2.15 Satz (Pumping{Lemma f•ur regul •are Sprac hen)
Sei L eine regul•are Sprache. Dann existiert eine Zahl n 2 N, so dassf•ur jedes
Wort w 2 L mit jwj > n eine Darstellung

w = uvx mit juvj � n ; v 6= ";

existiert, bei der auch uv i x 2 L ist f•ur alle i 2 N0.

Bew eis: Sei L eine regul•are Sprache. Dann existiert ein endlicher Automat,
der L akzeptiert. Sei Q dessenZustandsmengeund n := jQj. Sei w 2 L mit
jwj > n, etwa w = a1 : : : an : : : am mit m > n. Bei der Abarbeitung von w
werden dann die Zust•andeq0; : : : ; qm durchlaufen mit qm 2 F . Dann gibt esi; j
mit 0 � i; j � n und i 6= j , so dassqi = qj . � gelte i < j .

.......

.......

PSfrag replacements

s a1 ai

aj ai +1

q1 qmqi

qj � 1 qi +1

qj +1

Abbildung 2.12: Abarbeitungs von w im DEA
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Dann kann der
"
Zykel\ qi ; qi +1 ; : : : ; qj = qi auch gar nicht oder beliebig oft bei

der Abarbeitung einesWortes aus L durchlaufen werden so dassder Zustand
qm 2 F erreicht wird. Also gibt eseine Zerlegungvon w in

w = (a1 : : : ai )| {z }
u

� (ai +1 : : : aj )
| {z }

v

� (aj +1 : : : am )
| {z }

x

mit juvj � n und v 6= " , so dassauch uv i x 2 L f•ur alle i 2 N. �

Bemerkung :
Satz 2.15 liefert nur eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung f•ur
die Regularit•at einer Sprache.

Beispiele:

(1) Sei � = f 0; 1g und

L = f w 2 � � j w enth•alt 10 nicht als Teilwort g = 0� 1� .

Betrachte n = 1 und w = uvx mit u = " . v entspricht also dem ersten
Buchstaben von w. Dann kann uv i x 10 auch nicht als Teilwort besitzen.

(2) Sei � = f 0; 1g und L =
�

0i 1i j i � 0
	

. Wir zeigen,dassL nicht regul•ar
ist.

F•ur ein n w•ahlew = 0n 1n , dann ist jwj > n. F•ur jedeDarstellung w = uvx
mit juvj � n und v 6= " ist aber uv0x = 0l 1n (l < n) nicht in L .

(3) Bei der Spracheder korrekten Klammerausdr•uckew•ahlt man entsprechend
zu Beispiel 2 (n )n .

(4) Sei � = f 0g und L =
n

0k 2
j k 2 N

o
. L ist die Sprache aller W•orter •uber

� mit quadratischer L•ange.L ist nicht regul•ar.

Denn sei n beliebig aus N und w = 0n 2
2 L bzw. w = 04, falls n = 1, also

jwj > n. Weiter sei w = uvx mit 1 � jvj � n. Bei jeder Wahl von u, v und
x gilt:

uv2x = 0n 2 + jv j 62L , denn esgilt:

n2 < n2 + jvj � n2 + n < (n + 1)2:

(5) Sei � = f 0; 1g und

L =
n

w 2 � �
�
�
� w = 1k (k > 0) oder w = 0j 1k 2

(j � 1; k � 0)
o

:

Dann erf•ullt L den Satz 2.15: Sei n = 1 und w 2 L mit jwj > 1. w habe
eineDarstellung w = uvx mit juvj � n und v 6= " . Setzeu = " und jvj = 1
das erste Symbol von w.

� Falls w = 1k , so ist auch uvi x vom Typ 1` 2 L .
� Falls w = 0j 1k 2

, so ist auch uv0x 2 L (f•ur j = 1 ist uv0x = x = 1k 2
).

F•ur i � 1 gilt uvi x = 0j + i 1k 2
2 L .

Trotzdem legt Beispiel 4 nahe,dassL nicht regul•ar ist. Dies l•asst sich mit
folgendemverallgemeinertemPumping Lemma zeigen.

�
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2.16 Satz (V erallgemeinertes Pumping Lemma f •ur regul •are Sprac hen)
Sei L eine regul•are Sprache. Dann existiert eine Zahl n 2 N, so dassf•ur jedes
Wort w 2 L mit jwj � n und jede Darstellung w = tyx mit jyj = n gilt:

f•ur das Teilwort y existiert eine Darstellung y = uvz mit v 6= " bei der auch
tuv i zx 2 L ist f•ur alle i 2 N0.

Bew eis: SeiL eineregul•areSpracheund A = (Q; � ; � ; s;F ) der deterministische
endliche Automat, der L erkennt. Setzen := jQj + 1. Sei tyx 2 L mit jyj = n.
Seiq0; : : : ; qn die Folgeder Zust•ande,die bei der Abarbeitung von y durchlaufen
werden. Da dieseFolge mindestenseinen Zykel enth•alt, kann y so aufgespalten
werden, dassy = uvz gilt, so dassv der Buchstabenfolgeentspricht, die beim
Durchlaufen desZykels abgearbeitet wird. Insbesondereist v nicht leer. Dieser
Zykel kann dann beliebigoft durchlaufenwerden,ohnedasssich die Abarbeitung
•andert. D.h. auch tuv i zx ist ein g•ultiges Wort, und der Automat erkennt es. �

Bemerkung :
Satz 2.16 ist eine Verallgemeinerung von Lemma 2.15, jedoch keine •aquiva-
lente Bedingung f•ur Regularit•at. Allerdings kann mit Satz 2.16 f•ur eine gro�e
Klassevon Sprachen Nicht-Regularit •at bewiesenwerden.

Beispiel :
Fortsetzung zu Beispiel 5: Zu n sei w = 0j 1k 2

= tyx mit y = 1n . Dann folgt wie
im Beispiel 4 die Nicht-Regularit •at. �

2.3 Minimierung von Automaten, •Aquiv alenz-
klassenautomat

Im Beweiszu Satz 2.12in der
"
Potenzmengenkonstruktion\ haben wir zu einem

nichtdeterministischen endlichen Automaten einen •aquivalenten deterministi-
schenendlichenAutomaten konstruiert, der allerdingswesentlich mehr Zust•ande
haben kann. Die Anzahl der Zust•andedesdeterministischen endlichen Automa-
ten kann exponentiell in der Anzahl der Zust•ande des nichtdeterministischen
endlichen Automaten sein.Am Beispiel sieht man allerdings, dassoft viele •uber-

 •ussigeZust•ande entstehen.

Frage : Kann man konstruktiv die Anzahl der Zust•andeeinesdeterministischen
endlichen Automatens erheblich verringern?

2.17 Def inition
Zust•ande eines(deterministischen) endlichen Automatens, die vom Anfangszu-
stand aus nicht erreichbar sind, hei�en •ub er
 •ussig .

In Beispiel in Abbildung 2.13sind die Zust•andes;q1; q2; f erreichbar, q3 und q4

sind •uber
 •ussig.

Daraus ergibt sich der erste Schritt bei der Zustandsminimierung, n•amlich das
Streichen aller •uber
 •ussigenZust•ande.Sind die •uber
 •ussigenZust•andeleicht zu
�nden?

Wir k•onnen endliche Automaten als gerichtete Graphen au�assen. Die •uber-

 •ussigenZust•ande entsprechen dann den Knoten, zu denen es vom Anfangs-
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Abbildung 2.13: Beispiel

knoten auskeinengerichteten Weggibt. Eine Tiefensuche (D epth{ F irst Search,
DFS) in dem Graphen liefert damit alle nicht •uber
 •ussigenZust•ande.

2.18 Satz
Die Mengealler •uber
 •ussigenZust•andeeines(deterministischen) endlichen Au-
tomaten kann in der Zeit O(jQj � j� j) berechnet werden.

Bew eis: Wende DFS ab dem Startzustand an. Dies erfordert einen Aufwand
proportional zu der Anzahl der Kanten in dem Graphen. �

Ein deterministischer endlicher Automat ohne •uber
 •ussigeZust•ande muss je-
doch noch nicht minimal sein.

2.19 Beispiel
Sei L = f w 2 f 0; 1g� j (jwj0 mod 2) = (jwj1 mod 2) = 0g, wobei jwja die An-
zahl der VorkommendesZeichensa 2 � in w bezeichnet. L ist alsodie Sprache,
in der sowohl eine geradeAnzahl von Nullen als auch Einsen vorkommt.

Betrachte den deterministischen endlichen Automaten aus Abbildung 2.14 mit
16 Zust•anden qij , 0 � i; j � 3. Sei z0 die Anzahl der gelesenenNullen und z1

die Anzahl der gelesenenEinsen zu einem Zeitpunkt t. Dann wird der Zustand
qij zum Zeitpunkt t genaudann erreicht, wenn gilt:

i � z0 mod 4 und j � z1 mod 4:

Der Automat in Abbildung 2.15 akzeptiert ebenfalls L , besitzt jedoch nur vier
Zust•ande. �
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Abbildung 2.15: •Aquivalenter Automat mit weniger Zust•anden
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Zwei Zust•andehaben dasselbe
"
Akzeptanzverhalten\ , wenn esf•ur dasErreichen

einesEndzustandesdurch Abarbeiten einesWortes w unerheblich ist, aus wel-
chem der beiden Zust•ande wir starten. Man kann die Anzahl der Zust•ande nun
reduzieren,indem man Zust•ande,deren Akzeptanzverhalten gleich ist,

"
zusam-

menlegt\ . Im obigen Beispiel ist dies durch F•arbung der Zust•andemit gleichem
Verhalten durch gleiche Farben veranschaulicht.

2.20 Def inition
Zwei Zust•ande p und q eines deterministischen endlichen Automaten hei�en
•aquiv alen t (p � q), wenn f•ur alle W•orter w 2 � � gilt:

� (p;w) 2 F ( ) � (q; w) 2 F:

O�ensichtlich ist � eine •Aquivalenzrelation. Mit [p] bezeichnen wir die •Aqui-
valenzklasseder zu p •aquivalenten Zust•ande.

2.21 Def inition
Zu einem deterministischen endlichen Automaten A = (Q; � ; � ; s;F ) de�nieren
wir den •AquivalenzklassenautomatenA � = (Q� ; � � ; � � ; s� ; F � ) durch:

� Q� := f [q] j q 2 Qg

� � � := �

� � � ([q]; a) := [� (q; a)]

� s� := [s]

� F � := f [f ] j f 2 F g

2.22 Satz
Der •AquivalenzklassenautomatA � zu einemdeterministischen endlichen Auto-
maten A ist wohlde�niert.

Bew eis: Wir m•ussenzeigen,dassF � und � � wohlde�niert sind, der Rest ist
klar. Dazu zeigenwir:

� ein Endzustand kann nur zu einem Endzustand •aquivalent sein,

� � f•uhrt •aquivalente Zust•ande beim Lesen desselben Symbols wieder in
•aquivalente Zust•ande •uber.

F•ur " gilt: � (p; " ) 2 F , � (q; " ) 2 F . Es ist � (p; " ); � (q; " ) 2 F genauf•ur p;q 2 F .
D.h. falls p � q dann gilt p;q 2 F oder p;q 62F . Also ist F � wohlde�niert.

Sei p � q. Dann gilt f•ur alle w 2 � � � (q; w) 2 F , � (p;w) 2 F . Somit gilt nach
De�nition von � auch f•ur alle a 2 � :

� (� (q; a); w) = � (q; aw) 2 F , � (p;aw) = � (� (p;a); w) 2 F:

Damit folgt � (q; a) � � (p;a), also ist auch � � wohlde�niert. �
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2.23 Satz
Der •AquivalenzklassenautomatA � zu A akzeptiert dieselbe Sprache wie A.

Bew eis: Sei w 2 � � , q0 := s;q1; : : : ; qn die Folge der Zust•ande, die von A
bei der Abarbeitung von w durchlaufen werden. Bei Abarbeitung von w in A �

werden dann die Zust•ande [q0]; [q1]; : : : ; [qn ] durchlaufen. A akzeptiert w genau
dann, wenn qn 2 F gilt. A � akzeptiert w genau dann, wenn [qn ] 2 F � gilt.
Nach De�nition von A � ist qn 2 F genaudann, wenn [qn ] 2 F � gilt. �

Frage : Wie konstruiert man A � zu A? D.h. wie berechnet man alle •Aquiva-
lenzklassenzu den Zust•anden von A?

Zu beweisen,dasszwei Zust•ande p und q •aquivalent sind, erscheint aufwendig,
da nach De�nition nachgewiesenwerden m•u�te, dassf•ur alle w 2 � � gilt:

� (p;w) 2 F ( ) � (q; w) 2 F:

Es gibt jedoch unendlich viele w 2 � � .

Es ist einfacher f•ur p und q zu zeigen,dassp nicht •aquivalent zu q ist. Da ben•oti-
genwir nur ein Wort w 2 � � mit � (p;w) 2 F aber � (q; w) 62F , beziehungsweise
� (p;w) 62F aber � (q; w) 2 F .

Notation
Wir bezeichnen ein solchesWort w als Zeuge f•ur die Nicht•aquivalenzvon p und
q und sagenw trennt p und q.

Idee : Wir testen systematisch Zustandspaareauf Nicht •aquivalenz, indem wir
alle Worte aus � � entsprechend ihrer L•angebetrachten und •uberpr•ufen, ob sie
Zeugef•ur Nicht•aquivalenz sind.

Frage : Wann kann diesesVerfahren abgebrochen werden?

Seiw = aw0 ein k•urzester Zeugef•ur p 6� q. Dann ist w0 Zeugef•ur p0 := � (p;a) 6�
� (q; a) =: q0. Wenn es f•ur p0 6� q0 einen k•urzeren Zeugen w00 g•abe, so w•are
aw00 ein k•urzerer Zeuge f•ur p 6� q als w. Dies ist aber ein Widerspruch dazu,
dassw ein k•urzester Zeugeist. D.h. wenn wir alle W•orter aus � � in der Rei-
henfolge ihrer L•ange darauf testen, ob sie Zeugesind, und f•ur eine bestimmte
L•angekein Zeugemehr f•ur eineNicht•aquivalenzauftritt, sokann dasVerfahren
abgebrochen werden.

Vorgehensw eise f •ur die Konstruktion von A � aus A

Betrachte alle Zustandspaareund zun•achst " , dann alle Elemente aus �, dann
alle W•orter der L•ange2 aus � � ; und so weiter.

Zun•achst betrachte alle Zust•ande als eine Klasse. Dann trennt " die Zust•ande
ausF von denenausQnF . Danach testen wir nur noch Paarevon Zust•andenaus
F beziehungsweiseQnF . Durch mindestensein Wort der L•ange1 wird entweder
F oder QnF weiter getrennt, oder das Verfahren ist beendet.Dies wird iterativ
so weitergef•uhrt mit W•ortern wachsenderL•ange.

Beispiel :
Betrachte den Gitterautomat aus Beispiel 2.19, Abbildung 2.14

� " trennt f 00; 02; 20; 22g
| {z }

gr •un

von f 01; 03; 10; 11; 12; 13; 21; 23; 30; 31; 32; 33g
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� 0 trennt f 10; 30; 12; 32g
| {z }

rot

von f 01; 03; 11; 13; 21; 23; 31; 33g

� 1 trennt f 01; 03; 21; 23g
| {z }

blau

von f 11; 13; 31; 33g
| {z }

wei�

� die W•orter 00; 01; 10; 11 trennen keine Zustandspaaremehr.

D.h. die •Aquivalenzklassender Zust•ande sind: s = [00]; q1 = [01]; q2 = [10] und
q3 = [11]. �

Frage : Ist der •Aquivalenzklassenautomatzu einemdeterministischen endlichen
Automaten schon der •aquivalente Automat mit der minimalen Anzahl von
Zust•anden?

Um zu beweisen,dassA � zu einem deterministischen endlichen Automaten A
minimal ist, konstruieren wir einen minimalen Automaten zu der zugeh•origen
Sprache L desDEAs. Dieser Automat ist der

"
Automat der Nerode-Relation\ .

Anschlie�end zeigenwir, dassA � h•ochstenssoviele Zust•ande hat wie jener.

2.24 Def inition
Eine •Aquivalenzrelation R •uber � � hei�t rechtsin varian t , wenn f•ur alle x; y 2
� � gilt:

falls x R y so gilt auch xz R yz f•ur alle z 2 � � .

Den Index von R bezeichnen wir mit ind(R) ; er ist die Anzahl der •Aquiva-
lenzklassenvon � � bez•uglich R.

2.25 Def inition
F•ur eine Sprache L � � � ist die Nero de{Relation RL de�niert durch:

f•ur x; y 2 � � ist x RL y genaudann wenn (xz 2 L , yz 2 L) f•ur alle z 2 � �

gilt.

Bemerkung :
Die Nerode{Relation RL zu einer Sprache L � � � ist eine rechtsinvariante
•Aquivalenzrelation, denn RL ist o�ensichtlich •Aquivalenzrelation. Es gilt:

x RL y ) (xw 2 L , yw 2 L) f•ur alle w 2 � �

) (xzw 2 L , yzw 2 L) f•ur alle w; z 2 � �

) (xz RL yz) f•ur alle z 2 � � :

2.26 Satz (v on Nero de)
Die folgendenAussagensind •aquivalent:

1. L � � � wird von einem deterministischen endlichen Automaten erkannt
bzw. akzeptiert.

2. L ist die Vereinigungvon (einigen) •Aquivalenzklasseneiner rechtsinvarian-
ten •Aquivalenzrelation mit endlichem Index.

3. Die Nerode{Relation hat endlichen Index.
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Bew eis:

1 ) 2: Sei A := (Q; � ; � ; s;F ) der deterministische endliche Automat, der L
akzeptiert, und RA wie folgt de�niert:

8 x; y 2 � � : x RA y ( ) � (s; x) = � (s; y):

RA ist eine rechtsinvariante •Aquivalenzrelation. Der Index von RA ist
geradedie Anzahl der nicht •uber
 •ussigenZust•ande von A, also endlich.
Dann ist L nat•urlich die Vereinigung der •Aquivalenzklassenvon RA , die
zu den Endzust•anden von A geh•oren.

2 ) 3: SeiR die nach Voraussetzungexistierenderechtsinvariante •Aquivalenz-
relation mit endlichem Index. Wir zeigen,dassdie Nerode{Relation RL

eine Vergr•oberung von R ist, d.h. x R y impliziert x RL y. Dann ist
nat•urlich ind(RL ) � ind(R) < 1 .

Sei also x R y. Da R rechtsinvariant ist, gilt f•ur alle z 2 � � : xz R yz. Da
nach Voraussetzungjede •Aquivalenzklassevon R entweder ganz oder gar
nicht zu L geh•ort, ist xz; yz 2 L oder xz; yz 62L . Damit folgt x RL y.

3 ) 1: Wir konstruieren zu RL einen deterministischen endlichen Automaten,
der L akzeptiert. Sei A := (Q; � ; � ; s;F ) mit:

� Q := f [x]R L j x 2 � � g, Menge aller •Aquivalenzklassenbez•uglich RL .

Es ist also jQj = ind(RL ) < 1 .

� s := [" ]R L ,

� F := f [w]R L j w 2 Lg (wohlde�niert)

� � ([x]R L ; a) := [xa]R L

� ist wohlde�niert, denn falls [w]R L = [w0]R L dann gilt w RL w0 und
wegenRechtsinvarianz von RL auch wa RL w0a.

Also ist [wa]R L = [w0a]R L .

Es bleibt zu zeigen, dass A genau L akzeptiert. Nach Konstruktion ist
� (s;w) = � ([" ]; w) = ["w ]R L = [w]R L . Also wird w von A akzeptiert genau
dann, wenn [w] 2 F gilt, d.h. wenn w 2 L .

�

2.27 Korollar
Der im dritten Beweisteil zu Satz 2.26 konstruierte Automat A zu RL | der
Automat der Nero de{Relation | ist minimal.

Bew eis: Sei A 0 := (Q0; � ; � 0; s0; F 0) ein deterministischer endlicher Automat,
der L akzeptiert. Aus 1 ) 2 folgt, dasseine rechtsinvariante •Aquivalenzrelation
RA 0 mit ind(RA 0) � jQ0j existiert. Wegen2 ) 3 gilt: ind(RL ) � ind(RA 0). Mit
3 ) 1 folgt

jQj = ind(RL ) � ind(RA 0) � jQ0j;

f•ur den Nerode{Automat A = (Q; � ; � ; s;F ) (sieheoben). �
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2.28 Satz
Der •AquivalenzklassenautomatA � zu einem deterministischen endlichen Auto-
maten A ohne •uber
 •ussigeZust•ande ist minimal.

Bew eis: A � hat nat•urlich auch keine •uber
 •ussigen Zust•ande. Nach obigem
Korollar gen•ugt eszu zeigen,dassjQ� j = ind(R L ), wobei L die vom Automaten
A bzw. A � akzeptierte Sprache ist.

Es bleibt zu zeigen,dassf•ur alle x; y 2 � � gilt: x RL y ) � (s; x) � � (s; y)

x RL y ) 8 z 2 � � : (xz 2 L , yz 2 L)

) 8 z 2 � � : (� (s; xz) 2 F , � (s; yz) 2 F )

) 8 z 2 � � : (� (� (s; x); z) 2 F , � (� (s; y); z) 2 F )

) � (s; x) � � (s; y)

�



Kapitel 3

Turing-Masc hine,
Berec henbark eit

Wie wir im vorigen Kapitel gesehenhaben, sind endliche Automaten als Be-
rechnungsmodell nicht m•achtig genug.

Frage : Gibt esein m•achtigeres,realistischesRechnermodell, dasals Grundlage
f•ur

"
allgemeine\ theoretischeAussagen•uber

"
Berechenbarkeit\ beziehungsweise

"
Entscheidbarkeit\ und die

"
Komplexit •at\ geeignetist?

Wir werden einerseitsals
"
realistisches\ Rechnermodell die Registermasc hi-

ne (R andomA ccessM aschine) einf•uhren. Andererseits wird uns die Turing-
Masc hine (TM) alsein Rechnermodell dienen,dassich f•ur allgemeineAussagen
hervorragend eignet.

Zwar scheint die Turing-Maschine nicht besonders
"
realistisch\ zu sein, d.h. sie

entspricht nicht unsererVorstellung eineswirklic hen Rechners; man kann aller-
dings zeigen(hier nicht), dassdie Turing-Maschine

"
gleichwertig\ zur Register-

maschine ist, die wiederum einem wirklic hen Rechner modelliert.

Hauptfrage in diesemKapitel: Welche Probleme sind berechenbar?

3.1 Die Registermasc hine

Die RAM besteht auseinemBefehlsz •ahler , einemAkkum ulator , Registern
und einem Programm . Die Inhalte von Befehlsz•ahler, Akkumulator und Re-
gistern sind nat•urliche Zahlen. Die Register bilden den (unendlichen) Speicher
der Registermaschine und haben alle jeweils eine eindeutige Adresse(sieheAb-
bildung 3.1).

Ein Programm besteht auseiner Folgevon Befehlen,wobei die Programmzeilen
durchnumeriert sind. Der Befehlsz•ahler b startet bei Eins und enth•alt jeweils
die Nummer desn•achsten auszuf•uhrenden Befehls. In den ersten Registern des
Speicherssteht zu Beginn der Berechnung die Eingabe. In den •ubrigen Registern
und im Akkumulator steht zu Beginn Null. Am Ende der Berechnung stehen
die Ausgabedaten in vorher festgelegtenRegistern. Den Inhalt des Registers i

33
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..
Befehlszahler

.........
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SpeicherPSfrag replacements b

c(0)
c(1) c(2)

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der RAM

bezeichnet man mit c(i ).

Die RAM kann Befehleentsprechend der folgendenListe ausf•uhren:

Befehl Wirkung

LOAD i c(0) := c(i ); b := b+ 1
STORE i c(i ) := c(0); b := b+ 1
ADD i c(0) := c(0) + c(i ); b := b+ 1
SUB i c(0) := maxf 0; c(0) � c(i )g; b := b+ 1
MULT i c(0) := c(0) � c(i ); b := b+ 1

DIV i c(0) :=
j

c(0)
c( i )

k
; b := b+ 1

GOTO j b := j

IF c(0)# ` GOTO j

(
b := j falls c(0)# `

b := b+ 1 sonst
wobei # 2 f� ; � ; <; >; 6= ; = g

END b := b

Die Befehlek•onnen modi�ziert werden zu: CLOAD, CSTORE, CADD, CSUB,
CMULT, CDIV, wobei in diesemFall c(i ) durch die Konstante i ersetzt wird.
Daneben gibt esnoch die BefehleINDLO AD, INDSTORE, INDADD, INDSUB,
INDMUL T, INDDIV, INDGOTO, bei denenc(i ) durch c(c(i )) ersetzt wird (in-
direkte Adressierung).
•Ublicherweisewird das

"
uniforme\ Kostenmodell verwendet.Dabei

"
kostet\ jede

Programmzeile,bis auf END, eine
"
Einheit\ . DiesesKostenmodell ist gerechtfer-

tigt, solangekeine gro�en Zahlen auftreten. Ansonsten ist das
"
logarithmische\

Kostenmodell realistischer. Kosten entsprechen dann der L•ange der benutzten
Zahlen.

3.2 Die Turing-Masc hine

3.2.1 Der Aufbau der Turing-Masc hine

Er�nder: Alan Turing (1936)

Die Turing-Maschine besteht aus einem beidseitig unendlichen Eingabe{ und
Rechenband mit einem freibeweglichen Lese-/Schreibkopf, der von einer endli-
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chenKontrolle gesteuertwird. DasEingabe{ und Rechenband enth •alt eineFolge
von Symbolen. Die Kontrolle ist in einem von endlich vielen Zust•anden. Dies
entspricht dem Befehlsz•ahler der Registermaschine. Die Zellen desBandesent-
sprechendenRegisternder Registermaschine und enthalten jeweilsh•ochstensein
Symbol aus dem Bandalphabet. Ist die Turing-Maschine in einem bestimmten
Zustand und liest ein Symbol, so geht sie in einen Folgezustand •uber, •uber-
schreibt eventuell das Symbol und bewegt den Lese-/Schreibkopf eine Stelle
nach rechts, nach links oder •uberhaupt nicht.

PSfrag replacements

q

� 2 � 1 0 1 2 3

Lese-/Schreibkopf

endliche Kontrolle

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Turing-Maschine

3.1 Def inition
Eine deterministische Turing-Maschine ((D)TM) besteht aus:

� Q, einer endlicher Zustandsmenge,

� � , einem endlichen Eingabealphabet,

� t , einem Blanksymbol mit t 62� ,

� � , einem endlichen Bandalphabet mit � [ ftg � � ,

� s 2 Q, einem Startzustand

� � : Q � � ! Q � � � f L; R; N g, einer •Ubergangsfunktion.

Dabei bedeutet L eine Bewegung des Lese-/Schreibkopfesnach links, R
eineBewegungnach rechts und N ein Stehenbleiben. Die •Ubergangsfunk-
tion beschreibt, wie das aktuell eingeleseneZeichen verarbeitet werden
soll.

� F � Q, einer Mengevon Endzust•anden.

Die Mengeder Endzust•ande kann auch entfallen.

Bemerkung :
F•ur q 2 F gilt: 8 a 2 � : � (q; a) = (q; a; N ), d.h. die Berechnung der Turing-
Maschine stoppt.
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q pajb; L

Abbildung 3.3: •Ubergangvon Zustand q nach p

3.2 Bemerkung
(1) Der •Ubergang � (q; a) = (p;b;L ) wird graphisch dargestellt wie in Abbil-

dung 3.3.

Bedeutung: Ist die Turing-Maschine im Zustand q und liest das Symbol
a, so •uberschreibt sie diesesa mit b, geht auf dem Band eine Stelle nach
links und wechselt in den Zustand p.

(2) Die Turing-Maschine startet im Zustand s, wobei der Lese-/Schreibkopf
an der linkestenStelle desBandes, in der ein Eingabesymbol steht, posi-
tioniert ist. (Konvention)

(3) Die Turing-Maschine stoppt, wennsiezum erstenMal in einenEndzustand
kommt oder in einem Zustand q ein Symbol a liest und � (q; a) = (q; a; N )
ist. Das bedeutet insbesondere,dass •Uberg•ange, die aus Endzust•anden
herausf•uhren, sinnlos sind.

Beispiel :
Die folgendeTuring-Maschine (Abbildung 3.4) erkennt alle W•orter aus f 0; 1g� ,
die mit einer Eins beginnen.

PSfrag replacements

s

q1

q2
tjt ; R

0j0; R

1jt ; L

0j0; R
1j1; R
tjt ; R

0j0; N
1j1; N
tjt ; N

Abbildung 3.4: Turing-Maschine f•ur die Sprache aller W•orter aus f 0; 1g� , die
mit einer Eins beginnen

Au�erdem l•oscht die Turing-Maschine die f•uhrende Eins, falls vorhanden, und
l•asst alles andereauf dem Band unver•andert. Der Lese-/Schreibkopf steht nach
dem Stop links neben der Stelle an der die f•uhrende Eins gelesenwurde. Der
Zustand q1 ist unwesentlich. �

Bemerkungen:

(1) Es gibt Eingaben, f•ur die eineTuring-Maschine unter Umst•anden niemals
stoppt. Im obigen Beispiel sind das alle Folgen, die nicht mit Eins begin-
nen.

(2) Eine Turing-Maschine erkennt nicht nur Mengen von W•ortern (� Spra-
chen), sondern sie ver•andert auch die Eingabe und hat insofern auch ei-
ne Ausgabe (= Inhalt des Bandes nach der Bearbeitung). Die Turing-
Maschine realisiert also eine partielle Funktion f : � � ! � � . Im obigen
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Beispiel ist

f (w) =

(
v falls w = 1v

unde�niert sonst

(3) Oft werden wir die Turing-Maschine beziehungsweise deren •Ubergangs-
funktion nur unvollst•andig beschreiben, zum Beispiel durchPSfrag replacements

q2

tjt ; R

1jt ; L
s

Abbildung 3.5: unvollst•andige •Ubergangsfunktion

Dabei ist eine Vervollst•andigung immer m•oglich. Wenn f•ur eine bestimm-
te Kombination q; a kein •Ubergang � (q; a) de�niert ist, dann stoppt die
Turing-Maschine im Zustand q.

3.3 Def inition
Eine Turing-Maschine akzeptiert eine Eingabe w 2 � � , wenn sie nach Lesen
von w in einem Zustand aus F stoppt. Sie akzeptiert eine Sprache L genau
dann, wenn sie ausschlie�lic h W•orter aus w 2 L als Eingabe akzeptiert.

3.4 Def inition
1. Eine Sprache L � � � hei�t rekursiv oder entscheidbar , wenn es eine

Turing-Maschine gibt, die auf allen Eingaben stoppt und eine Eingabe w
genaudann akzeptiert, wenn w 2 L gilt.

2. Eine Sprache L � � � hei�t rekursiv-aufz •ahlbar oder semi-en tscheid-
bar , wenn es eine Turing-Maschine gibt, die genau die Eingaben w ak-
zeptiert f•ur die w 2 L . Das Verhalten der Turing-Maschine f•ur Eingaben
w 62L ist damit nicht de�niert. D.h., die Turing-Maschine stoppt entweder
nicht in einem Endzustand oder aber stoppt gar nicht.

Notation
Oft wird die Situation, in der sich eine Turing-Maschine M := (Q; � ; � ; � ; s;F )
be�ndet, durch die Angabe der Kon�guration in der Form w(q)av codiert,
wobei w; v 2 � � , a 2 � und q 2 Q sind. Dies bedeutet, dasssich M geradeim
Zustand q be�ndet; der Lesekopf steht auf dem Zeichen a; links davon steht das
Wort w auf dem Rechenband und rechts davon das Wort v.

Beispiel :
Abbildung 3.6 zeigt eine Turing-Maschine, die L = := f 0n 1n : n � 1g akzeptiert.
Die •Uberpr•ufung der Eingabe 0011ergibt die folgendenKon�gurationen:

t (s)0011, 0(s)011, 00(s)11, 001(q1)1, 0011(q1)t , 001(q2)1, 00(q3)1, 0(q3)01,

t (q3)001, t (q3) t 001, t (q4)001, t (q5)01, 0(q6)1, 01(q6)t , 0(q2)1, t (q3)0,

t (q3) t 0, t (q4)0, t (q5)t , t (q7)t .
�
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s q1 q2 q3

q4q5q6

q7

0j0; R
1j1; R

1j1; R

tjt ; L 1jt ; L 0j0; L

1j1; L

tjt ; L tjt ; R

0j0; R

1j1; R

0j0; R 0jt ; R

1j1; R

tjt ; R

Abbildung 3.6: Turing-Maschine f•ur L =

Wie bereits erw•ahnt, kann eineTuring-Maschine auch eineFunktion berechnen.

3.5 Def inition
1. Eine Funktion f : � � ! � � hei�t (T uring-)b erechenbar oder totalre-

kursiv , wenn es eine Turing-Maschine gibt, die bei Eingabe von w 2 � �

den Funktionswert f (w) 2 � � ausgibt.

2. Eine Turing-Maschine realisiert eine Funktion f : � � ! � � , falls gilt:

f (w) =

(
Ausgabe der Turing-Maschine, wenn sie bei Eingabe w stoppt

unde�niert sonst

Beispiel :
Eine Turing-Maschine, die zur Eingabe w 2 (0 [ 1)� eine Eins addiert, wobei w
als bin•are Zahl aufgefasstwird. Es sollen nur Eingaben ohne f•uhrende Nullen
und die Null selbst akzeptiert werden.

Dabei sind die Zust•ande jeweils f•ur die folgendenAufgaben verantwortlic h:

q1: BewegungdesLese-/Schreibkopfesnach rechts bis zum Eingabeende

q2: Bildung des •Ubertrages,der durch die Addition von Eins zu einer bereits
vorhandenenEins entsteht

q3: BewegungdesLese-/Schreibkopfesnach links, nachdem die Aufsummie-
rung abgeschlossenist (kein •Ubertrag mehr)
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PSfrag replacements

s q1 q2

q3

q4

q5 f

0j0; R

tjt ; L

1j1; R

0j1; L

0j0; R

1j1; R 1j0; L

tjt ; L

tj 1; L

0j1; L

0j0; L

1j1; L

tjt ; L

Abbildung 3.7: Turing-Maschine f•ur Addition

q4; q5: Sonderbehandlung f•ur den Fall der Eingabe 0

f : Endzustand

Es gilt: f (w) =

8
><

>:

w + 1 falls w 2 0 [ 1(0 [ 1)� ,

w interpretiert als Bin•arzahl
unde�niert sonst

�

Wir wollen die Konzepte der Entscheidbarkeit von Sprachen und der Berechen-
barkeit von Funktionen zusammenbringen:

� Eine Turing-Maschine akzeptiert eine Sprache L , wenn sie genauauf den
Eingaben w 2 L in einem ausgezeichneten Endzustand stoppt. L ist ent-
scheidbar, wenn es eine Turing-Maschine gibt, die auf allen Eingaben
stoppt und L akzeptiert.

� Die Funktion f hei�t berechenbar, wenn eine Turing-Maschine existiert,
die f realisiert.

Man kann eine Turing-Maschine M , die auf allen Eingaben stoppt, so modi�-
zieren, dasseszwei ausgezeichnete Zust•ande qJ und qN gibt und dassM stets
in einem der Zust•ande qJ oder qN h•alt. Dabei stoppt sie bei der Eingabe w ge-
nau dann in qJ , wenn sie w akzeptiert, ansonstenin qN . Damit ist die Sprache
L genau dann entscheidbar, wenn es eine Turing-Maschine gibt, die immer in
einem der Zust•ande f qJ ; qN g stoppt, wobei sie geradef•ur w 2 L in qJ h•alt.



40 KAPITEL 3. TURING-MASCHINE, BERECHENBARKEIT

3.6 Korollar
� Eine Sprache L � � � ist entscheidbar genau dann, wenn ihre charak-

teristisc he Funktion � L berechenbar ist, wobei gilt:

� L : � � ! f 0; 1g mit � L (w) =

(
1 falls w 2 L

0 sonst

� Eine Sprache L ist semi-en tscheidbar genau dann, wenn die Funktion
� �

L berechenbar ist, wobei gilt:

� �
L (w) =

(
1 falls w 2 L
unde�niert sonst

3.2.2 Die Churc h'sche These

Die Church'scheThesebesagt,dassdie Mengeder (Turing-)b erechenbarenFunk-
tionen genaudie Mengeder im intuitiv en Sinne •uberhaupt berechenbarenFunk-
tionen ist.

In terpretation

Turing-Maschinen sind formale Modelle f•ur Algorithmen. Kein Berechnungsver-
fahren kann

"
algorithmisch\ genannt werden, wenn es nicht von einer Turing-

Maschine ausf•uhrbar ist.

Bemerkung :
Die Church'sche These ist

"
nur\ eine These, kann also nicht bewiesenwerden.

Sie ist aber in der Informatik allgemein akzeptiert.

Begr •undung

� Es existieren keine Beispielevon Funktionen, die als intuitiv berechenbar
angesehenwerden, aber nicht Turing-berechenbar sind.

� Alle Versuche, realistische Modelle aufzustellen, die m•achtiger sind als
Turing-Maschinen, schlugen fehl.

� Eine Reihe von v•ollig andersartigen Ans•atzen, den Begri� der Berechen-
barkeit formal zu fassen,wie zum Beispiel die Registermaschine, haben
sich als

"•aquivalent\ erwiesen.

3.2.3 Erw eiterungen der Turing-Masc hine

1. Mehrere Lese-/Sc hreibk •opfe

SieheAbbildung 3.8: Mehrere Lese-/Schreibk•opfe (n 2 N) greifen auf das
eine Eingabeband zu und werden von der endlichen Kontrolle gesteuert.
Die •Ubergangsfunktionist dann vom Typ � : Q� � n ! Q� � n �f L; N ; Rgn ,
und die Zust•andeq 2 Q kann man als n{T upel au�assen. Au�erdem ist es
n•otig eine Priorit •atenregel f•ur die einzelnenK•opfe anzugeben, falls meh-
rere auf einem Feld desEingabebandesstehen.
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........

Abbildung 3.8: TM mit mehrerenLese-/Schreibk•opfen

Abbildung 3.9: TM mit mehrerenB•andern

2. Mehrere B •ander

Siehe Abbildung 3.9: Ein Lese-/Schreibkopf kann auf mehrere Eingabe-
b•ander (n 2 N) zugreifen. Die •Ubergangsfunktion ist dann vom Typ

� : Q � � � f 1; : : : ; ng ! Q � � � f L; N ; Rg � f 1; : : : ; ng:

3. Mehrere Lese-/Sc hreibk •opfe f •ur mehrere B •ander

Wir haben jetzt m B•ander und n Lese-/Schreibk•opfe.Die •Ubergangsfunk-
tion ist dann vom Typ

� : Q � � n � f 1; : : : ; mgn ! Q � � n � f L; N ; Rgn � f 1; : : : ; mgn :

4. Mehrdimensionale B •ander

Das Eingabeband ist nun mehrdimensional, es hat zum Beispiel die Di-
mensionzwei, (siehe Abbildung 3.10). Wir sprechen dann von einem Ar-
beitsfeld. Dabei ist

� : Q � � ! Q � � � f L (ef t); U(p); R(ight); D (own); N (othing )g

Fragestellungender Art:
"
Wann stoppt eine Mehrkopf-Maschine?\ oder

"
Wel-

cher Kopf ,gewinnt`, wenn mehrere K•opfe (verschiedene) Symbole an dieselbe
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Abbildung 3.10: TM mit zweidimensionalemBand

Stelle schreiben wollen?\ m•ussenbei solchen Modi�k ationen noch gekl•art wer-
den. Es hat sich allerdings gezeigt, dass keine dieser

"
Erweiterungen\ mehr

leistet, als eine
"
normale\ Turing-Maschine. Man kann zum Beispiel beweisen,

dassjede k{Band Turing-Maschine durch eine 1{Band Turing-Maschine simu-
liert werden kann. Das gleiche gilt auch f•ur alle anderenangegebenenModi�k a-
tionen.

3.3 Die univ erselle Turing-Masc hine und unen t-
scheidbare Probleme

Wir haben bisher nur Turing-Maschinen betrachtet, die eine bestimmte Auf-
gabe erf•ullen. Wir wollen nun eine

"
universelle\ Turing-Maschine angeben, die

als Eingabe ein Programm und eine spezielle Eingabe erh•alt. Die Aufgabe der
universellen Turing-Maschine besteht darin, das gegebene Programm auf der
gegebenenEingabe auszuf•uhren.

Wir betrachten dazu eine
"
normierte\ Turing-Maschine, d.h.

� Q := f q1; : : : ; qn g

� � := f a1; : : : ; ak g

� � := f a1; : : : ; ak ; ak+1 ; : : : ; al g

� s := q1

� F := f q2g

Dies bedeutet keine Einschr•ankung in der M•achtigkeit der Turing-Maschinen;
d.h. jede beliebige Turing-Maschine kann durch eine derart normiert Turing-
Maschine der obigen Form simuliert werden. Jede normierte Turing-Maschine
M l•asst sich eindeutig als Wort aus (0 [ 1)� kodieren.
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3.7 Def inition
Sei M := (Q; � ; � ; � ; s;F ) eine Turing-Maschine. Die G•odelnummer von M ,
bezeichnet als hMi , ist de�niert durch folgendeKodierungsvorschrift:

1. Kodiere � (qi ; aj ) = (qr ; as ; dt ) durch 0i 1 0j 1 0r 1 0s 1 0t ,

wobei dt 2 f d1; d2; d3g und d1 f•ur L , d2 f•ur R und d3 f•ur N steht.

2. Die Turing-Maschine wird dann kodiert durch:

111code111code211: : : 11codez 111;

wobei codei f•ur i = 1; : : : ; z alle Funktionswerte von � in beliebiger Rei-
henfolgebeschreibt.

Die eigentlichen Werte der Turing-Maschine werden also (un•ar) durch Nullen
beschrieben und die Einsen dienen als Begrenzungder Eingabewerte.

Jede Turing-Maschine kann also durch ein Wort aus (0 [ 1)� kodiert werden.
Umgekehrt beschreibt jedesWort aus(0[ 1)� (h•ochstens)eineTuring-Maschine.
Wir vereinbaren, dassein Wort, daskeineTuring-Maschine in diesemSinne be-
schreibt, (zum Beispiel " , 0, 000) eineTuring-Maschine kodiert, die ; akzeptiert.

Eine universelle Turing-Maschine erh•alt als Eingabe ein Paar (hMi ; w), wobei
w 2 f 0; 1g� ist, und sie simuliert M auf w.

Beispiel :
Sei M = (f q1; q2; q3g; f 0; 1g; t ; f 0; 1; tg ; � ; q1; f q2g), mit

� (q1; 1) = (q3; 0; R)

� (q3; 0) = (q1; 1; R)

� (q3; 1) = (q2; 0; R)

� (q3; t ) = (q3; 1; L )

M zusammenmit der Eingabe 1011ist dann:

111010010001010011000101010010011000100100101001100010001000100101111011

�

3.8 Def inition
Zu w 2 f 0; 1g� sei Tw die Turing-Maschine mit der G•odelnummer (GN) w,
beziehungsweisedie Turing-Maschine, die ; akzeptiert. L (Tw ) ist die Sprache,
die von Tw akzeptiert wird.

Wir konstruieren eineSprache L d, die sogenannte Diagonalsprac he, wie folgt:
Betrachte die W•orter aus f 0; 1g� in kanonischer Reihenfolge,d.h. wi steht vor
wj (i < j ), falls jwi j < jwj j oder jwi j = jwj j und wi lexikographisch vor wj steht.
M j sei die Turing-Maschine, die durch die G•odelnummer wj kodiert ist. Wir
konstruieren eine unendliche Tabelle, an deren Position (i; j ) f•ur 1 � i; j < 1
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eineNull oder eineEins steht und welche beinhaltet, ob wi in L (M j ) ist. Damit
gilt f•ur die Eintr •age

(i; j ) =

(
1 falls M j wi akzeptiert
0 sonst

De�niere dazu
L d := f wi j M i akzeptiert wi nichtg:

L d enth•alt also alle wi , f•ur die auf der Diagonalen an der Stelle (i; i ) eine Null
steht. (Dies f•uhrt sp•ater zu einem Diagonalbeweis (Cantor).)

Beispiel:
w 2 f 0; 1g� G•odelnummer

wi wj wk
...

...
wi 1 0 1 0 1 0 0 wi 2 L d

wj 0 0 1 0 0 1 1 wj 62L d

wk 1 0 0 1 1 0 1 wk 62L d
...

...
�

3.9 Satz
Die Sprache L d ist nicht entscheidbar.

Bew eis: Falls L d entscheidbar ist, gibt eseine Turing-Maschine M i , die

(i) stets h•alt und

(ii) genaudie w 2 L d akzeptiert.

Wendenun M i auf wi an:

1. Falls wi 2 L d, dann wird wi , wegen(ii) von M i akzeptiert. Dies ist ein
Widerspruch zur De�nition von L d.

2. Falls wi 62L d, dann akzeptiert M i das Wort wi wegen(ii) nicht. Dies ist
auch ein Widerspruch zur De�nition von L d.

�

3.10 Korollar
Die Sprache L c

d := f 0; 1g� nL d ist nicht entscheidbar.

Bew eis: Falls L c
d entscheidbar ist, gibt es eine Turing-Maschine, die L c

d ent-
scheidet. Diese kann aber leicht zu einer Turing-Maschine modi�ziert werden,
die L d entscheidet. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 3.9. �

Bemerkung :
Korollar 3.10 kann folgenderma�en interpretiert werden: Das Problem, ob ei-
ne Turing-Maschine auf einer Eingabe w stoppt, ist nicht entscheidbar.
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3.11 Def inition (Halteproblem)
Das Halteproblem de�niert folgendeSprache

H := f wv j Tw h•alt auf der Eingabe vg:

3.12 Satz
H ist nicht entscheidbar.

Bew eis: Angenommenesexistiert eine stets haltende Turing-Maschine, die H
entscheidet. Wir konstruieren daraus eine stets haltende Turing-Maschine, die
L c

d entscheidet, was im Widerspruch zu Korollar 3.10 steht.

Sei w eine Eingabe, f•ur die wir entscheiden wollen, ob w 2 L c
d. Wir k•onnen wie

folgt vorgehen:

1. Berechne das i , so dassw = wi ist.

2. Betrachte die durch wi kodierte Turing-Maschine M i .

3. Wendedie Turing-Maschine f•ur H auf hM i i � wi an.

Falls hM i i �wi nicht akzeptiert wird, dann h•alt M i nicht auf wi . Nach De�nition
von H ist also wi 2 L d und damit wi 62L c

d. Falls hM i i � wi akzeptiert wird,
dann h•alt M i auf wi . Dann k•onnen wir auf der universellenTuring-Maschine
die Berechnung von M i auf wi simulieren. �

3.13 Def inition
Die univ erselle Sprac he L u •uber f 0; 1g ist de�niert durch

L u := f wv j v 2 L (Tw )g:

L u ist also die Mengealler W•orter wv f•ur die Tw bei der Eingabe v h•alt und v
akzeptiert.

3.14 Satz
Die Sprache L u ist nicht entscheidbar.

Bew eis: Wir zeigen,dassL u eine Verallgemeinerungvon L c
d ist. Das hei�t wir

nehmenwieder an, dasseseine Turing-Maschine zur Entscheidung von L u gibt
und zeigen,dasswir damit auch L c

d entscheiden k•onnen. Wir k•onnen dazu wie
folgt vorgehen:

1. Berechne das i , f•ur das w = wi .

2. Betrachte die durch wi codierte Turing-Maschine M i .

3. Wendedie Turing-Maschine f•ur L u auf hM i i wi an.

W•are L u entscheidbar, so auch L c
d. Dies ist ein Widerspruch zu Korollar 3.10.

�
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3.15 Satz
Die Sprache L u ist semi-entscheidbar.

Bew eis: Wir benutzen die universelleTuring-Maschine, mit der Eingabe wv:

� Falls Tw die Eingabev akzeptiert, geschieht diesnach endlich vielen Schrit-
ten und die universelleTuring-Maschine akzeptiert wv.

� Falls Tw die Eingabe v nicht akzeptiert, wird wv von der universellen
Turing-Maschine ebenfalls nicht akzeptiert. Dies ist unabh•angig davon,
ob die Simulation stoppt oder nicht.

�

Bemerkung :
Die Begri�e entscheidbar und semi-entscheidbar unterscheiden sich tats•achlich.

Wir haben bisher gezeigt, dasswir kein Programm schreiben k•onnen, das f•ur
ein Turing-Maschinen-Programm hMi und eine Eingabe w entscheidet, ob M
auf der Eingabe w h•alt. Wir werden im folgenden sehen,dass wir aus einem
Programm im allgemeinen keine

"
nicht-trivialen \ Eigenschaften der von dem

Programm realisierten Funktion ableiten k•onnen.

3.16 Satz (Satz von Rice)
Sei R die Menge der von Turing-Maschinen berechenbaren Funktionen und S
eine nicht-triviale Teilmengevon R (; 6= S 6= R). Dann ist die Sprache

L(S) := fhMi j M berechnet eine Funktion aus Sg

nicht entscheidbar.

Bew eis (Skizze):

� Zeige,dassH " := fhMi j M h•alt auf der Eingabe "g unentscheidbar ist

� Zeige,dassH c
" nicht entscheidbar ist.

� F•uhre den Widerspruchsbeweis f•ur die Nicht-Entscheidbarkeit von L(S),
indem { ausgehendvon einer Turing-Maschine M 0 f•ur L (S) { eineTuring-
Maschine M 00f•ur H c

" konstruiert wird.
�

Bemerkungen:

(1) Der Satz von Rice hat weitreichende Konsequenzen.Es ist danach zum
Beispiel f•ur Programme nicht entscheidbar, ob die durch sie de�nierte
Sprache endlich, leer, unendlich oder ganz � � ist.

(2) Wir haben hier nur die Unentscheidbarkeit von L d direkt bewiesen.Die
anderen Beweisefolgten dem folgenden Schema: Um zu zeigen,dassein
Problem A unentscheidbar ist, zeigenwir, wie man mit einem Entschei-
dungsverfahren f•ur A ein bekannterma�en unentscheidbares Problem B
entscheiden kann. Dies liefert den gew•unschten Widerspruch.
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Das Post'sc he Korresp ondenzproblem: Ein weiteresunentscheidbaresPro-
blem ist das Post'sche Korrespondenzproblem(PKP). Dabei ist eine endliche
Folge von Wortpaaren

K = ((x1; y1); : : : ; (xn ; yn ))

•uber einem endlichen Alphabet � gegeben. Es gilt weiter x i 6= " und yi 6= " .
Gefragt ist nun, ob es eine endliche Folge von Indizes i 1; : : : ; i k 2 f 1; : : : ; ng
gibt, so dassx i 1 : : : x i k = yi 1 : : : yi k gilt.

Beispiele:

(1) K = ((1; 111); (10111; 10); (10; 0)) hat die L•osung(2; 1; 1; 3), denn esgilt:

x2x1x1x3 = 101111110= y2y1y1y3

(2) K = ((10; 101); (011; 11); (101; 011)) hat keine L•osung

(3) K = ((001; 0); (01; 011); (01; 101); (10; 001)) hat eineL•osungder L•ange66.
�

3.17 Satz
Das Post'sche Korrespondezproblemist nicht entscheidbar

Bew eis: Beweis •uber Nicht-Entscheidbarkeit desHalteproblems. �

Bemerkung :
Eigenschaften von (semi-)entscheidbaren Sprachen:

1. Die entscheidbaren Sprachen sind abgeschlossen unter Komplementbil-
dung, Schnitt und Vereinigung.

2. Die semi-entscheidbaren Sprachen sind abgeschlossenunter Schnitt und
Vereinigung, aber nicht unter Komplementbildung.
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Kapitel 4

Komplexit •atsklassen

Wir haben bisher nur die Frage er•ortert:
"
Ist eine Sprache L entscheidbar oder

nicht? \ beziehungsweise
"
Ist eineFunktion berechenbar oder nicht?\ Diesf•uhrte

zu einer Aussage,ob ein Problem l•osbar ist oder nicht. Dar•uberhinaus interes-
siert uns die Frage:

"
Wie e�zien t kann ein Problem gel•ost werden?\ . Die E�zi-

enzbezieht sich dabei immer auf die Laufzeit, die ben•otigt wird, um dasProblem
zu l•osen. Wir gehendazu auch im folgenden (entsprechend der Church'schen
These) davon aus, dassdie Turing-Maschine ein aussagekr•aftiges Berechnungs-
modell ist.

Bisher haben wir nur deterministische Turing-Maschinen betrachtet. Wir wer-
den nun auch nichtdeterministische Turing-Maschinen einf•uhren.

Frage: Gibt es einen
"
wesentlichen E�zienzgewinn \ beim •Ubergang der de-

terministischen Turing-Maschine zur nichtdeterministischen Turing-Maschine?
(Vergleiche dazu die •Aquivalenz bei endlichen Automaten). Dahinter verbirgt
sich eineder wichtigsten o�enen Fragender theoretischen Informatik: P 6= N P?

4.1 Sprachen, Probleme, Zeitk omplexit •at

Fragen: Wie stehenSprache und Probleme im Zusammenhang?Wie sieht ein
typischesProblem aus?

Beispiel Traveling Salesman Problem (TSP):
Gegeben sei ein vollst•andiger Graph G = (V; E), d.h.

V := f 1; : : : ; ng; E := ff u; vg j u; v 2 V; u 6= vg;

sowie eine L•angenfunktion c: E ! Z+ .

¬ Gesucht ist eine Tour (Rundreise), die alle Elemente aus V enth •alt und
minimale Gesamtl •ange unter allen solchen Touren hat. Gesucht ist also
eine Permutation � auf V , so dass

n � 1X

i =1

c(� (i ); � (i + 1)) + c(� (n); � (1)) minimal ist:

49
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Dies ist ein Optimierungsproblem .

Eine
"
etwas schw•achere\ Variante w•are:

­ Gesucht ist die L•angeeiner minimalen Tour.

DieseVariante ist insofern
"
schw•acher\ , als mit ¬ auch ­ l•osbar ist. Noch

"
schw•acher\ ist:

® Gegeben sei zus•atzlich zu G und c auch ein Parameter k 2 Z+ . Die Frage
ist nun:

"
Gibt eseine Tour, deren L•angeh•ochstensk ist?\

O�ensichtlich k•onnen wir mit ¬ beziehungsweise­ auch ® l•osen.® ist
das zugeh•orige En tscheidungsproblem zu ¬ .

Wir werdenhier zun•achst nur Entscheidungsprobleme,alsoProbleme,bei denen
die L•osung aus einer Antwort

"
Ja\ oder

"
Nein\ besteht, betrachten, da diese

mit Sprachen korrespondieren.

Um zu motivieren, dasses
"
zul•assig\ ist, sich auf Entscheidungsproblemezu be-

schr•anken,werdenwir am Beispiel desTraveling SalesmanProblems feststellen,
dassman

"
leicht\ mit ® auch ­ und ¬ l•osenkann. �

Zun•achst betrachten wir ein formales Konzept f•ur die Korrespondenzzwischen
Sprachen und Entscheidungsproblemen:

Ein Problem � ist gegeben durch:

1. eine allgemeineBeschreibung aller vorkommendenParameter;

2. eine genaueBeschreibung der Eigenschaften, die die L•osunghaben soll.

Ein Problem beispiel I (Instanz ) von � erhalten wir, indem wir die Parameter
von � festlegen.

Wir interessierenuns f•ur die Laufzeit von Algorithmen beziehungsweise Be-
rechnungen. Diesewird in der

"
Gr•o�e desProblems\ gemessen.Die Gr•o�e des

Problems ist abh•angig von der Beschreibung oder Ko dierung aller Problem-
beispiele.

4.1 Def inition
Ein Ko dierungssc hema s ordnet jedem Problembeispiel einesProblems eine
Zeichenkette oder Kodierung •uber einemAlphabet � zu. Die Inputl •ange eines
Problembeispiels ist die Anzahl des Symbole seiner Kodierung. Dabei gibt es
nat•urlich verschiedeneKodierungsschemata f•ur ein bestimmtes Problem.

Beispiel :
Zahlen k•onnen dezimal, bin•ar, un•ar, usw. kodiert werden. Die Inputl •ange von
5127betr•agt dann 4 f•ur dezimal, 13 f•ur bin•ar und 5127f•ur un•ar. �

Wir werden uns auf
"
vern•unftige\ Schemata festlegen:

1. Die Kodierung einesProblembeispielssollte keine •uber
 •ussigenInforma-
tionen enthalten.

2. Zahlen sollen bin•ar (oder k-•ar f•ur k 6= 1) kodiert sein.
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Dies bedeutet, die Kodierungsl•ange

� einer ganzenZahl n ist blogk jnj + 1c + 1 =: hni

(eine 1 ben•otigt man f•ur das Vorzeichen);

� einer rationalen Zahl r = p
q ist hr i = hpi + hqi ;

� einesVektors X = (x1; : : : ; xn ) ist hX i :=
P n

i =1 hx i i ;

� einer Matrix A 2 Qm � n ist hAi :=
P m

i =1

P n
j =1 haij i .

� einesGraphen G = (V; E) kann zum Beispiel durch die Kodierung seiner
Adjazenzmatrix, die eines

"
gewichteten\ Graphen durch die Kodierung der

Gewichtsmatrix beschrieben werden.

4.2 Def inition
Zwei Kodierungsschematas1; s2 hei�en •aquiv alen t bez•uglich einesProblems� ,
falls esPolynome p1; p2 gibt, so dassgilt:

(js1(I )j = n ) js2(I )j � p2(n)) und (js2(I )j = m ) js1(I )j � p1(m))

f•ur alle ProblembeispieleI von � .

Ein Entscheidungsproblem� k•onnen wir als Klassevon ProblembeispielenD �

au�assen. Eine Teilmengedieser Klasse ist J � � D � , die Klasse der Ja{Bei-
spiele , d.h. die Problembeispielederen Antwort

"
Ja\ ist. Der Rest der Klasse

N � � D � ist die Klasseder Nein{Beispiele .

Die Korrespondenzzwischen Entscheidungsproblemenund Sprachen ist festge-
legt durch das Kodierungsschema. Ein Problem � und ein Kodierungsschema
s: D � ! � � zerlegen� � in drei Klassen:

1. W•orter aus � � , die nicht Kodierung einesBeispielsaus D � sind,

2. W•orter aus � � , die Kodierung einesBeispielsI 2 N � sind,

3. W•orter aus � � , die Kodierung einesBeispielsI 2 J � sind.

Die dritte Klasse ist die Sprache, die zu � im Kodierungsschema s korrespon-
diert.

4.3 Def inition
Die zu einemProblem � und einemKodierungsschemas zugeh •orige Sprac he
ist

L [� ; s] :=
�

x 2 � �

�
�
�
�

� ist das Alphabet zu s und x ist Kodierung
einesJa{Beispiels I von � unter s, d.h. I 2 J �

�

Wir betrachten im folgendendeterministische Turing-Maschinen mit zwei End-
zust•andenqJ ; qN , wobei qJ akzeptierenderEndzustand ist. Dann wird die Spra-
che L M akzeptiert von der Turing-Maschine M , falls

L M = f x 2 � � j M akzeptiert xg
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4.4 Def inition
Eine deterministische Turing-Maschine M l•ost ein Entscheidungsproblem �
unter einemKodierungsschemas, falls M bei jeder Eingabe •uber dem Eingabe-
Alphabet in einem Endzustand endet und L M = L [� ; s] ist.

4.5 Def inition
F•ur eine deterministische Turing-Maschine M , die f•ur alle Eingaben •uber dem
Eingabe-Alphabet � h•alt, ist die Zeitk omplexit •atsfunktion TM : Z+ ! Z+

de�niert durch

TM (n) = max

8
>><

>>:
m

�
�
�
�
�
�
�
�

esgibt eine Eingabe x 2 � � mit jxj = n, so
dassdie Berechnung von M bei Eingabe x
m Berechnungsschritte ( •Uberg•ange) ben•otigt,
bis ein Endzustand erreicht wird

9
>>=

>>;

4.6 Def inition
Die KlasseP ist die Menge aller Sprachen L (Probleme), f•ur die eine determi-
nistische Turing-Maschine existiert, derenZeitkomplexit•atsfunktion polynomial
ist, d.h. esexistiert ein Polynom p mit

TM (n) � p(n):

Bemerkung :
Da wir nur Kodierungsschemata, die •aquivalent zur Bin•arkodierung sind, be-
trachten, brauchen wir das gew•ahlte Kodierungsschema s nicht explizit an zu
geben.

Zur•uck zu Entscheidungs{ und Optimierungsproblemen.Wir zeigenam Beispiel
desTSP, dassdie Beschr•ankung auf das Entscheidungsproblemkeine wirklic he
Einschr•ankung ist. Wir zeigen,dassmit der L•osung f•ur das Entscheidungspro-
blem auch das Optimierungsproblem

"
leicht\ gel•ost werden kann.

4.7 Satz
Falls eseinen Algorithm us gibt, der das EntscheidungsproblemdesTSP in po-
lynomialer Zeit l•ost, so gibt esauch einen Algorithm us, der das Optimierungs-
problem in polynomialer Zeit l•ost.

Bew eis: Sei A(n; c;k) ein polynomialer Algorithm us zur L•osungdesEntschei-
dungsproblemsdesTSP bei der Eingabe einesGraphen G = (V; E) mit jV j = n,
L•angenfunktion c, sowie Parameter k 2 Z+ .

Betrachte folgendenAlgorithm us.

Algorithm us OPT{TOUR

Input: G = (V; E), cij = c(f i; j g) f•ur i; j 2 V := f 1; : : : ; ng

Output: dij (1 � i; j � n), so dass alle bis auf n der dij -Werte den Wert�
max

i;j
cij

�
+ 1 haben. Die restlichen n dij -Werte haben den Wert cij und

geben genaudie Kanten einer optimalen Tour an.
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Algorithm us:

1. berechne m := max
1� i;j � n

cij ;

setzeL(ow) := 0 und H(igh) := n � m;

2. solangeH � L > 1 gilt, f•uhre aus:

falls A
�

n; c;
�

1
2

(H + L)
��

=
"
nein\ ist,

setzeL :=
�

1
2

(H + L)
�

+ 1;

sonst

setzeH :=
�

1
2

(H + L)
�

;

9
>>>>>>>>=

>>>>>>>>;

(� bin•are Suche � )

3. falls A(n; c;L ) =
"
nein\ ist,

setzeOPT := H ;
sonst

setzeOPT := L ;

4. f•ur i = 1 : : : n f•uhre aus

5. f•ur j = 1 : : : n f•uhre aus

6. setzeR := cij ; cij := m + 1;
falls A(n; c;OPT) =

"
nein\ ist, setzecij := R;

7. setzedij = cij ;

Bemerkung:

Die Schleife in Schritt 2 bricht ab, und danach ist die Di�erenz H � L
gleich 1 oder 0, denn:

(a) SolangeH � L > 1, •andert sich bei jedem Schleifendurchlauf einer
der Werte H ; L , da f•ur H � L > 1 gilt, dassL 6=

�
1
2 (H + L)

�
+ 1 und

H 6=
�

1
2 (H + L)

�
ist. Die Di�erenz verkleinert sich also mit jedem

Durchlauf und da H und L ganzzahligsind, tritt der Fall H � L � 1
auf jeden Fall ein.

(b) Nach Abbruch der Schleife gilt H � L � 0: Es kann leicht eingesehen
werden, dass eine Di�erenz zwischen H und L von 0 genau durch
Erh•ohen von L bei einer aktuellen Di�erenz von 2 bzw. 3 erreicht
werden kann und ferner minimal ist (bei einer Di�erenz von weniger
als 2 wird die Schleife nicht mehr betreten).

Laufzeit:

In 2: wird A(n; c;k) etwa log(n�m){mal aufgerufen,in 4: wird A(n; c;OPT)
etwa n2{mal aufgerufen. Es �nden also O(n2 + log(nm)) Aufrufe von A
statt. Die Inputl •angeist O(n2 � log(max cij )). Da A polynomial ist, ist dies
also auch OPT-TOUR.

�
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4.2 Nic htdeterministisc he Turing-Masc hinen
und die Klasse N P

Wir f•uhren eine weitere wichtige Klasse von Sprachen beziehungsweise Ent-
scheidungsproblemenein. Zugrunde liegt dazu die nichtdeterministische Turing-
Maschine (NTM). Bei der nichtdeterministischenTuring-Maschine wird die •Uber-
gangsfunktion � zu einer Relation erweitert, die Wahlm•oglichkeiten und "{
•Uberg•ange (vergleiche endliche Automaten) erm•oglicht. Wir betrachten hier
ein •aquivalentes Modell einer nichtdeterministischen Turing-Maschine, die auf
einem Orak el basiert, und der Intuition n•aher kommt. Diese nichtdetermini-
stische Turing-Maschine enth•alt zus•atzlich zu der endlichen Kontrolle mit dem
Lese-/Schreibkopf noch ein Orak elmo dul mit einemeigenenSchreibkopf (siehe
Abbildung 4.1).

endliche Kontrolle
Orakel

Schreib-
kopf

Lese-/Schreib-
kopf

. . . . . . 

PSfrag replacements q

Abbildung 4.1: nichtdeterministische Turing-Maschine

Nichtdeterministische Turing-Maschinen haben wieder genauzwei Endzust•ande
qJ und qN , wobei qJ der akzeptierendeEndzustand ist. Sie werden analog zu
DTM durch das Oktup el (Q; � ; t ; � ; s; � ; qJ ; qN ) beschrieben.

Berec hnung bei einer nic htdeterministisc hen Turing-Masc hine

1. Stufe: DasOrakelmodul weist seinenSchreibkopf an, Schritt f•ur Schritt ent-
weder ein Symbol zu schreiben und nach links zu gehenoder anzuhalten.
Falls der Schreibkopf anh•alt, wird das Orakelmodul inaktiv, und die end-
liche Zustandskontrolle wird aktiv.

2. Stufe: Ab diesemZeitpunkt l•auft die nichtdeterministischeTuring-Maschine
genausoab wie eine deterministische Turing-Maschinen-Berechnung. Das
Orakelmodul und sein Schreibkopf sind nicht weiter beteiligt.

Damit akzeptiert eine nichtdeterministische Turing-Maschine M ein Wort
x 2 � � genau dann, wenn es eine Berechnung gibt, die in qJ endet. M ak-
zeptiert die Sprache L � � � genau dann, wenn sie gerade die W•orter aus L
akzeptiert.
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•Ub ertragung auf En tscheidungsprobleme �

Die Eingabe ist ein Wort aus � � , zum Beispiel eine Kodierung einesProblem-
beispielsI 2 D � .

1. Stufe: Es wird ein Orakel aus � � berechnet, zum Beispiel ein
"
L•osungsbei-

spiel\ f•ur I , also ein Indikator, ob I 2 J � oder I 2 N � gilt.

2. Stufe: Hier wird nun dieserL•osungsvorschlag •uberpr•uft, d.h. eswird gepr•uft
ob I 2 J � .

Beispiel TSP:

1. Stufe: Es wird zum Beispiel eine Permutation � auf der Knotenmenge V
vorgeschlagen. D.h. (� (1); : : : ; � (n)), G = (V; E), c und k bilden die Ein-
gabe.

2. Stufe: Es wird nun •uberpr•uft, ob � (V ) eineTour in G enth•alt, deren L•ange
bez•uglich c nicht gr•o�er als k ist.

�

Bemerkungen:

(1) Das Orakel kann ein beliebiges Wort aus � � sein, es muss also nicht
zwangsl•au�g die Struktur einesL•osungsbeispielsdesProblemshaben. Da-
rum muss in der •Uberpr•ufungsphase(2.Stufe) zun•achst gepr•uft werden,
ob dasOrakel ein zul•assigesL•osungsbeispiel ist (beim TSP-Problem muss
beispielsweise erst gepr•uft werden, ob das Orakel aus n Indizes besteht
und ob jeder Knotenindex genau einmal vorkommt). Ist dies nicht der
Fall, sokann die Berechnung zu diesemZeitpunkt mit der Antwort

"
Nein\

beendetwerden.

(2) Jede NTM M hat zu einer gegebenenEingabe x eine unendliche Anzahl
m•oglicher Berechnungen,eine zu jedem Orakel aus � � . Endet mindestens
eine in qJ , so wird x akzeptiert.

4.8 Def inition
1. Die Zeit , die einenichtdeterministische Turing-Maschine M ben•otigt, um

ein Wort x 2 L M zu akzeptieren,ist de�niert als die minimale Anzahl von
Schritten, die M in den Zustand qJ •uberf•uhrt.

2. Die Zeitk omplexit •atsfunktion TM : Z+ ! Z+ einer nichtdeterministi-
schen Turing-Maschine M ist de�niert durch

TM (n) := max

0

@f 1g [

8
<

:
m

�
�
�
�
�
�

esgibt ein x 2 L M mit jxj = n; so
dassdie Zeit, die M ben•otigt,
um x zu akzeptieren,m ist

9
=

;

1

A

Bemerkungen:
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(1) Zur Berechnung von TM (n) wird f•ur jedes x 2 L M mit jxj = n die
k•urzesteakzeptierendeBerechnung betrachtet, und anschlie�end von die-
sen k•urzesten die l•angste bestimmt. Somit ergibt sich eine worst{case
Absch•atzung.

(2) Die Zeitkomplexit•at h•angt nur von der Anzahl der Schritte ab, die bei einer
akzeptierenden Berechnung auftreten. (Hierbei umfasst die Anzahl der
Schritte auch die Schritte der Orakelphase).Per Konvention ist TM (n) =
1, falls eskeine Eingabe x der L•angen gibt, die von M akzeptiert wird.

4.9 Def inition
Die Klasse N P ist die Menge aller Sprachen L , f•ur die es eine nichtdeter-
ministische Turing-Maschine gibt, deren Zeitkomplexit•atsfunktion polynomial
beschr•ankt ist. (N P steht f•ur nic htdeterministisc h polynomial .)

Bemerkung :
Alle Sprachen in N P sind entscheidbar (siehe •Ubung).

En tsprec hung f•ur En tscheidungsprobleme

Informell kann man sagen:Ein Entscheidungsproblem� geh•ort zu N P, falls

1. es f•ur jedes Ja-Beispiel I 2 J � eine Struktur s gibt, mit deren Hilfe die
Korrektheit der Antwort

"
Ja\ •uberpr•uft werden kann;

2. es einen Algorithm us gibt, der ein Problembeispiel I 2 D � und die zu-
geh•orige Struktur s als Input akzeptiert (annimmt) und in einer Laufzeit,
die polynomial in der Kodierungsl•ange von I ist, •uberpr•uft, ob es eine
Struktur ist, aufgrund deren Existenz die Antwort

"
Ja\ f•ur I gegeben

werden muss.

"
Lasch\ ausgedr•uckt: � geh•ort zu N P, falls � folgendeEigenschaft hat: Ist die

Antwort bei Eingabe einesBeispiels I von �
"
Ja\ , dann kann die Korrektheit

der Antwort in polynomialer Zeit •uberpr•uft werden.

Beispiel :
TSP2 N P: Denn zu gegebenemG = (V; E); c;k und einer festen Permutation
� auf V kann man in O(jV j � logC), wobei C die gr•o�te vorkommendeZahl ist,
•uberpr•uft werden, ob

n � 1X

i =1

c(f � (i ); � (i + 1)g) + c(f � (n); � (1)g) � k

gilt. �

4.3 N P{v ollst •andige Probleme

Trivialerweisegilt: P � N P.
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Frage: Gilt P � N P oder P = N P?

Die Vermutung ist, dass P 6= N P gilt, d.h. dass es Probleme in N P gibt,
die nicht in P sind. Dazu betrachten wir Probleme, die zu den

"
schwersten

Problemen\ in N P geh•oren. Dabei ist
"
am schwersten\ im folgenden Sinne

gemeint: wenn ein solches Problem trotzdem in P liegt, so kann man folgern,
dassalle ProblemeausN P in P liegen,d.h. P = N P. DieseProblemesind also
Kandidaten, um P und N P zu trennen.

Es wird sich zeigen, dass alle diese
"
schwersten\ Probleme im wesentlichen

"
gleich schwer\ sind:

4.10 Def inition
Eine polynomiale Transformation einer Sprache L 1 � � �

1 in eine Sprache
L 2 � � �

2 ist eine Funktion f : � �
1 ! � �

2 mit den Eigenschaften:

1. esexistiert eine polynomiale deterministische Turing-Maschine, die f be-
rechnet;

2. f•ur alle x 2 � �
1 gilt: x 2 L 1 , f (x) 2 L 2.

Wir schreiben dann L 1 / L 2 (L 1 ist polynomial transformierbar in L 2).

4.11 Def inition
Eine Sprache L hei�t N P {v ollst •andig , falls gilt:

1. L 2 N P und

2. f•ur alle L 0 2 N P gilt L 0 / L .

Bemerkung :
Wir formulieren nun die Begri�e polynomial transformierbar und N P-voll-
st•andig f•ur Entscheidungsprobleme.

� Ein Entscheidungsproblem� 1 ist polynomial transformierbar in das
Entscheidungsproblem� 2, wenn eine Funktion f : D � 1 ! D � 2 existiert
mit folgendenEigenschaften:

1. f ist durch einen polynomialen Algorithm us berechenbar;

2. 8 I 2 D � 1 : I 2 J � 1 ( ) f (I ) 2 J � 2 .

Wir schreiben dann � 1 / � 2.

� Ein Entscheidungsproblem� hei�t N P -vollst •andig , falls gilt:

1. � 2 N P und

2. f•ur alle � 0 2 N P gilt � 0 / �.

4.12 Lemma
/ ist transitiv, d.h. aus L 1 / L 2 und L 2 / L 3 folgt L 1 / L 3.

Bew eis: Die Hintereinanderausf•uhrung zweier polynomialer Transformationen
ist wieder eine polynomiale Transformation. �
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4.13 Korollar
Falls L 1; L 2 2 N P; L 1 / L 2 und L 1 N P-vollst•andig, dann ist auch L 2 N P-
vollst•andig.

Um also zu zeigen,dassein Entscheidungsproblem� N P-vollst•andig ist, gehen
wir folgenderma�en vor. Wir beweisen:

� � 2 N P

� f•ur ein
"
bekanntes\ N P-vollst•andigesProblem � 0 gilt: � 0 / �.

Zun•achst m•ussenwir nat•urlich f•ur ein erstesProblem zeigen,dassalle anderen
Problemeaus N P sich auf diesespolynomial transformieren lassen.Das

"
erste\

N P-vollst•andigeProblem ist dasErf •ullbark eitsproblem SAT (satis�abilit y).

De�nition von SAT

Sei U = f u1; : : : ; um g eine Menge von booleschen Variablen (ui ; ui hei�en Lite-
rale). Eine Wahrheitsbelegungf•ur U ist eine Funktion t : U ! f wahr; falsch g.
Eine Klausel ist ein Boole'scher Ausdruck der Form

y1 _ : : : _ ys mit yi 2 f u1; : : : ; um g [ f u1; : : : ; um g
| {z }

Literalmenge

[f wahr; falsch g

Dann ist SAT wie folgt de�niert:

Gegeben: Menge U von Variablen, MengeC von Klauseln •uber U

Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegungvon U, so dassC erf•ullt wird, d.h.
dassalle Klauseln aus C den Wahrheitswert wahr annehmen?

Beispiel :
U = f u1; u2g mit C = f u1 _ u2; u1 _ u2g ist Ja-Beispiel von SAT. Mit der
Wahrheitsbelegungt(u1) = t(u2) = wahr wird C erf•ullt. �

4.14 Satz (v on Stev en Co ok 1971)
SAT ist N P-vollst•andig.

Bew eis:

1. SAT 2 N P ist o�ensichtlich erf•ullt, denn f•ur ein Beispiel I von SAT (mit n
Klauseln und m Variablen) und einerWahrheitsbelegungt kann in O(m�n)
•uberpr•uft werden, ob t alle Klauseln erf•ullt, d.h. ob I ein Ja{Beispiel ist.

2. Wir m•ussenzeigen,dassf•ur jede Sprache L 2 N P gilt: L / L SAT , wobei
L SAT = L [SAT; s] f•ur ein geeignetesKodierungsschema s ist. Dazu muss
f•ur alle Sprachen L 2 N P einepolynomiale Transformation f L angegeben
werden, f•ur die gilt, dassf•ur alle x 2 � � (� Alphabet zu L ) gilt

x 2 L ( ) f L (x) 2 L SAT :
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Wir ben•otigen eine Konstruktion von f L , die zeigt, wie man die •Uber-
pr•ufung, ob einenichtdeterministische Turing-Maschine M zu L ein Wort
x 2 � � akzeptiert, durch die Angabe von Klauseln simulieren kann. Dazu
benutzen wir, dasseseinenichtdeterministische Turing-Maschine M zu L
gibt, die L in polynomialer Laufzeit erkennt.

M sei gegeben durch (Q; � ; t ; � ; q0; � ; qJ ; qN ) und akzeptiere die Sprache
L = L M in der Laufzeit TM � p(n), wobei p ein Polynom ist. O.B.d.A.
gilt p(n) � n.

Bei einer akzeptierendenBerechnung von M f•ur x 2 � � ist die Anzahl
der Berechnungsschritte von

� Orakelphaseund

� •Uberpr•ufungsphase

jeweils beschr•ankt durch p(n), wenn jxj = n gilt. An einer so beschr•ank-
ten Berechnung k•onnen h•ochstensdie Zellen � p(n) bis p(n) + 1 desBan-
desbeteiligt sein, denn zu Anfang steht der Lese-/Schreibkopf der •Uber-
pr•ufungsphasean der Stelle 1. Der Zustand der deterministischen Stufe
der Berechnung, d.h. der •Uberpr•ufungsphase,ist zu jedem Zeitpunkt ein-
deutig festgelegt,und zwar durch:

� den jeweiligen Bandinhalt dieser � p(n) bis p(n) + 1 Pl•atze,

� den Zustand der endlichen Kontrolle

� und der Position desLese-/Schreibkopfs.

Dadurch ist esm•oglich, eineBerechnung vollst•andig durch einebegrenzte
Anzahl von boole'schen Variablen und eine BelegungdieserVariablen zu
beschreiben.

Bezeichne die Zust•ande aus Q durch q0; q1 = qJ ; q2 = qN ; q3; : : : ; qr mit
jQj = r + 1 und die Symbole aus � durch s0 = t ; s1; : : : ; s` mit j� j = ` + 1.
Es gibt drei Typen von Variablen in dem zugeh•origen Problem SAT, die
jeweils eine bestimmte Bedeutung haben:

Variable G•ultigk eitsbereich Bedeutung

Q[i; k] 0 � i � p(n)
"
zum Zeitpunkt \ i der •Uber{

0 � k � r pr•ufungsphaseist M in Zustand qk

H [i; j ] 0 � i � p(n)
"
zum Zeitpunkt \ i der •Uber{

� p(n) � j � p(n) + 1 pr•ufungsphaseist der Lese{/
Schreibkopf an Position j
desBandes

S[i; j; k] 0 � i � p(n)
"
zum Zeitpunkt \ i der •Uber{

� p(n) � j � p(n) + 1 pr•ufungsphaseist der Bandinhalt
0 � k � ` an Position j das Symbol sk

Eine Berechnung von M induziert in kanonischer WeiseeineWahrheitsbe-
legung dieserVariablen. Dabei legenwir

"
per Konvention\ fest, dassfalls

M vor dem Zeitpunkt p(n) stoppt, die Berechnung weitergeht, aber
"
sta-

tisch\ bleibt; d.h. sie bleibt in demselben Zustand, an derselben Position
und der Bandinhalt bleibt unver•andert. Der Bandinhalt zum Zeitpunkt 0
der •Uberpr•ufungsphasesei: Eingabe x auf Platz 1 bis n und das

"
Orakel\
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w auf Platz � 1 bis �j wj; ansonstenBlanks. Umgekehrt musseinebeliebi-
geWahrheitsbelegungnicht notwendigerweiseeineBerechnung induzieren.
(zum Beispiel Q[i; k] = Q[i; `] f•ur k 6= `).

Die Transformation f L bildet nun ein Problembeispiel x aus � auf ein
Problembeispiel von SAT ab, indem sie eine Menge von Klauseln •uber
diesenVariablen konstruiert. DieseKlauselmengewird genaudann durch
eineWahrheitsbelegungder Variablen erf•ullt, wenndie Wahrheitsbelegung
induziert wird durch eine akzeptierendeBerechnung f•ur die Eingabe x,
deren •Uberpr•ufungsphaseh•ochstensp(n) Zeit ben•otigt, und deren Orakel
h•ochstensL•angep(n) hat. Damit k•onnen wir dann schlie�en:

x 2 L , esexistiert eine akzeptierendeBerechnung von M

bei Eingabe x

, esexistiert eine akzeptierendeBerechnung von M bei

Eingabe x mit h•ochstensp(n) Schritten in der •Uberpr•ufungs-

phaseund einem Orakel w der L•angejwj = p(n)

, esexistiert eine erf•ullende Wahrheitsbelegungf•ur die

Klauselmengef L (x)

Dann mussnoch gezeigtwerden, dassf L polynomial berechenbar ist. Zu-
n•achst geben wir an, wie die Klauseln konstruiert werden.

Konstruktion der Klauseln: Die Bewegungsrichtung des Kopfes sei
d 2 f� 1; 0; 1g. Es gibt sechs Klauselgruppen, die jeweils eine bestimmte
Einschr•ankung der Wahrheitsbelegungbewirken:

Klausel- Einschr•ankung / Bedeutung
gruppe

G1 Zum Zeitpunkt i ist M in genaueinem Zustand.
G2 Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf genaueine

Position.
G3 Zum Zeitpunkt i enth•alt jede Bandstelle genauein Symbol

aus �.
G4 Festlegungder Anfangskon�guration zum Zeitpunkt 0:

M ist im Zustand q0, der Lese-/Schreibkopf steht
an Position 1 desBandes; in den Zellen 1 bis n
steht das Wort x = sk1 : : : skn

G5 Bis zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand qJ erreicht.
G6 Zu jedem Zeitpunkt i folgt die Kon�guration von M

zum Zeitpunkt i + 1 aus einer einzigenAnwendung von �
aus der Kon�guration von M zum Zeitpunkt i .

Wenn die Klauselgruppen dieseEinschr•ankungenbewirken, so korrespon-
diert eine erf•ullende Wahrheitsbelegunggerademit einer akzeptierenden
Berechnung von x.

Konstruktion:

G1 : Q[i; 0] _ : : : _ Q[i; r ] f•ur 0 � i � p(n),
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(zu jedem Zeitpunkt i ist M in mindestenseinem Zustand)
Q[i; j ] _ Q[i; j 0] f•ur 0 � i � p(n); 0 � j < j 0 � r ,

(zu jedem Zeitpunkt i ist M in nicht mehr als einem Zustand)

G2 : H [i; � p(n)] _ : : : _ H [i; p(n) + 1] f•ur 0 � i � p(n)
H [i; j ] _ H [i; j 0] f•ur 0 � i � p(n) und � p(n) � j < j 0 � p(n) + 1

(analog zu G1)

G3 : S[i; j; 0] _ S[i; j; 1] _ : : : _ S[i; j; ` ] f•ur 0 � i � p(n)
und � p(n) � j � p(n) + 1
S[i; j; k] _ S[i; j; k0] f•ur 0 � i � p(n), � p(n) � j � p(n) + 1
und 0 � k < k0 � `

(analog zu G1)

G4 : Q[0; 0], H [0; 1],
S[0; 0; 0]; S[0; 1; k1]; : : : ; S[0; n; kn ], falls x = sk1 : : : skn ist
S[0; n + 1; 0]; : : : ; S[0; p(n) + 1; 0]

G5 : Q[p(n); 1]

G6 : besteht aus zwei Teilgruppen G6;1 und G6;2

G6;1 bewirkt folgendes:falls M zum Zeitpunkt i an der Position j
das Symbol sk hat und der Lese-/Schreibkopf nicht an der Position
j steht, dann hat M auch zum Zeitpunkt i + 1 an Position j das
Symbol sk f•ur 0 � i < p(n), 0 � k � ` und � p(n) � j � p(n) + 1:

��
S[i; j; k] ^ H [i; j ]

�
=) S[i + 1; j; k]

�

Dies ergibt die Klausel
�

S[i; j; k] _ H [i; j ] _ S[i + 1; j; k]
�

G6;2 bewirkt, dassder Wechselvon einerKon�guration zur n•achsten
tats•achlich � entspricht. Sei � (qk ; sm ) = (q� ; s� ; d). � sei qk aus
Qnf qJ ; qN g sonst gilt q� = qk , s� = sm und d = 0. Falls M zum
Zeitpunkt i den Lese-/Schreibkopf an Position j hat, im Zustand qk

ist und an der Stelle j dasZeichensm steht, dann ist zum Zeitpunkt
i + 1 der Lese-/Schreibkopf an Position j + d, an Position j steht s�

und M geht in den Zustand q� •uber:

(H [i; j ] ^ Q[i; k] ^ S[i; j; m]) ) H [i + 1; j + d]

und (H [i; j ] ^ Q[i; k] ^ S[i; j; m]) ) Q[i + 1; � ]

und (H [i; j ] ^ Q[i; k] ^ S[i; j; m]) ) S[i + 1; j; � ]

Dies ergibt folgendeKlauseln

H [i; j ] _ Q[i; k] _ S[i; j; m] _ H [i + 1; j + d]

H [i; j ] _ Q[i; k] _ S[i; j; m] _ Q[i + 1; � ]

H [i; j ] _ Q[i; k] _ S[i; j; m] _ S[i + 1; j; � ]

f•ur 0 � i < p(n); � p(n) � j � p(n) + 1; 0 � k � r; 0 � m � `
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Durch f L wird nun ein Input (M ; x) auf die Klauselmenge

G := G1 ^ G2 ^ : : : ^ G6

abgebildet. Wenn x 2 L , dann ist G erf•ullbar. Andererseits induziert ei-
ne erf•ullende Wahrheitsbelegungder Variablen aus G eine akzeptierende
Berechnung von M f•ur die Eingabe x 2 L.

Es bleibt zu zeigen, dass G1; : : : ; G6 in polynomialer Zeit (in jxj = n)
gebildet werdenk•onnen.Dazu m•usssenwir die Gr•o�e der Klauselgruppen,
also die Anzahl der Literale, absch•atzen.

G1 : (p(n) + 1)(r + 1) + (p(n) + 1) 1
2 (r (r + 1))

G2 : (p(n) + 1)(2p(n) + 1) + (p(n) + 1) 1
2 (2p(n) � (2p(n) + 1))

G3 : (p(n) + 1)(2p(n) + 1)(` + 1) + (p(n) + 1)(2p(n) + 1) 1
2 (`(` + 1))

G4 : 2 + (n + 1) + (p(n) + 2 � (n + 1)) = p(n) + 4

G5 : 1

G6 : p(n)(` + 1)(2p(n) + 2) � 3
| {z }

G6; 1

+ p(n)(p(n) + 2)(r + 1)(` + 1) � 3 � 4
| {z }

G6; 2

r und ` sind Konstanten, die durch M (und damit durch L ) induziert
werden, p(n) ist ein Polynom in n. Also sind alle Gr•o�en polynomial in
n. Die angegebeneFunktion f L ist also eine polynomiale Transformation
von L nach L SAT .

�

Wir betrachten nun eineeingeschr•ankte VersiondesErf •ullbarkeitsproblems,die
uns sp•ater dabei hilfreich sein wird, die N P{V ollst•andigkeit weiterer Probleme
zu zeigen.

Problem 3SAT
Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln •uber U, wobei jede

Klausel genaudrei Literale enth•alt.

Frage: Existiert eine erf•ullende Wahrheitsbelegungf•ur C?

4.15 Satz
Das Problem 3SAT ist N P-vollst•andig.

Bew eis:

1. 3SAT2 N P, denn f•ur einefesteWahrheitsbelegungt kann in polynomialer
Zeit (O(n), falls jCj =: n) •uberpr•uft werden, ob t alle Klauseln aus C
erf•ullt.

2. Wir zeigenSAT / 3SAT durch Angabe einer polynomialen Transforma-
tion, die jeder Instanz von SAT eine Instanz von 3SAT zuordnet, und f•ur
die Ja-Beispiele von 3SAT genau die Bilder von Ja-Beispielen von SAT
sind.

Seienu1; : : : ; um ; u1; : : : ; um die Literale und c1; : : : ; cn die Eingabeklau-
seln f•ur SAT, also jCj = n; jUj = m. Die polynomiale Transformation von
SAT nach 3SAT wird wie folgt konstruiert:
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� Besteht die Klausel c aus einem Literal x so wird c auf x _ x _ x
abgebildet.

� Besteht die Klausel c aus zwei Literalen x _ y so wird c auf x _ y _ x
abgebildet.

� Klauseln mit drei Literalen werden auf sich selbst abgebildet.

� Enth•alt eineKlausel k > 3 Literale, wird siedurch k� 2 neueKlauseln
mit jeweils genaudrei Literalen ersetzt. Dazu werden f•ur jede solche
Klausel k � 3 neue Variablen eingef•uhrt. Sei also c = x1 _ : : : _ xk

mit k > 3. Die neuen Variablen seienyc;1; : : : ; yc;k � 3. Dann wird c
ersetzt durch die folgendenk � 2 Klauseln:

x1 _ x2 _ yc;1

yc;1 _ x3 _ yc;2

...

yc;k � 4 _ xk � 2 _ yc;k � 3

yc;k � 3 _ xk � 1 _ xk

DieseKlauseln lassensich in polynomialer Zeit konstruieren(O(jCj �jUj) =
O(nm)). Wir m•ussennoch zeigen,dassdie Klauselmengevon SAT genau
dann erf•ullbar ist, wenndie sokonstruierte Klauselmengevon 3SAT erf•ull-
bar ist.

Seizun•achst die Klauselmengezu SAT erf•ullbar. Dann wird in jeder Klau-
sel c = x1 _ : : : _ xk mindestensein x i wahr gesetztvon einer erf•ullenden
Wahrheitsbelegung.Der Fall f•ur k � 3 ist damit klar. Sei nun k > 3.

(a) Falls x1 = wahr oder x2 = wahr gesetztwird, so erf•ullt die Erweite-
rung dieserWahrheitsbelegung,die alle yc;j falsch setzt, alle neuen
Klauseln zu C.

(b) Falls x i = wahr ist f•ur i > 2, so erf•ullt die Erweiterung

yc;j =

(
wahr falls 1 � j � i � 2

falsch falls i � 1 � j � k � 3

alle Klauseln zu C.

Um die Umkehrung zu zeigen (d.h. SAT-Instanz ist erf•ullbar, falls die
dazu konstruierte 3SAT{Instanz erf•ullbar ist), beweisenwir, dass, wenn
die SAT-Instanz nicht erf•ullbar ist, so ist die 3SAT-Instanz auch nicht
erf•ullbar. Falls die SAT-Instanz nicht erf•ullbar ist, so existiert f•ur jede
Wahrheitsbelegung eine Klausel C = x1 _ : : : _ xk bei der alle x i auf
falsch gesetztsind. Um die zugeh•orige 3SAT-Instanz zu erf•ullen, m•u�ten
alle yc;j (1 � j � k � 3) wahr gesetztwerden.Dann ist allerdings die letzte
Klausel yck � 3 _ xk � 1 _ xk nicht erf•ullt. Also ist auch die 3SAT{Instanz
nicht erf•ullbar.

�
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Wir betrachten nun einige weiter Probleme.

4.16 Def inition
Eine Clique in einem Graphen G = (V; E) ist V

0
� V so, dassf•ur alle i; j 2

V
0
; i 6= j , gilt: f i; j g 2 E.

Problem CLIQUE
Gegeben: Graph G = (V; E) und ein Parameter K � jV j

Frage: Gibt es in G eine Clique der Gr•o�e mindestensK ?

4.17 Satz
Das CLIQUE{Problem ist N P{v ollst•andig.

Bew eis:
1. CLIQUE 2 N P : •Ubung.

2. Wir zeigen die N P{V ollst•andigkeit durch Angabe einer Transformation
von 3SAT zu CLIQUE, also 3SAT / CLIQUE. Sei C = f c1; : : : ; cn g mit
ci = x i 1 _ x i 2 _ x i 3 und x ij 2 f u1; : : : ; um ; u1; : : : ; um g ein Problembeispiel
f•ur 3SAT. Wir transformieren diesesProblembeispiel in einen Graphen
G = (V; E) und K 2 Z+ f•ur CLIQUE wie folgt: V enth•alt 3n Knoten vij

f•ur 1 � i � n; 1 � j � 3, entsprechend allen Vorkommen von Literalen.

vij und vk` sind durch Kanten aus E verbunden genaudann, wenn:

(a) i 6= k, d.h. wenn die entsprechendenLiterale in verschiedenenKlau-
seln vorkommen

(b) x ij 6= xk l , d.h. wenn die entsprechendenLiterale gleichzeitig erf•ullbar
sind.

Au�erdem wird K = n gesetzt.

Beispiel:
Sei C = f u1 _ u2 _ u3; u1 _ u2 _ u3; u1 _ u2 _ u3g. Dann entspricht

Knotennummer v11 v12 v13 v21 v22 v23 v31 v32 v33

Literal u1 u2 u3 u1 u2 u3 u1 u2 u3.

So ergibt sich G wie in Abbildung 4.2.
PSfrag replacements

u1 u2 u3

u1 u2 u3

u1 u2 u3

Abbildung 4.2: Graph G aus 3SAT / CLIQUE

�
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Wenn das Problembeispiel von 3SAT erf•ullbar ist, kann in jeder der n
Klauseln mindestensein Literal mit wahr belegt werden. D.h. n verschie-
dene Vorkommen von Literalen k•onnen gleichzeitig erf•ullt werden, und
damit bilden die zugeh•origen n Knoten aus G eine Clique.

Gibt esumgekehrt in G eineClique der Gr•o�e mindestensn, soexistieren
n verschiedeneVorkommen von Literalen, die gleichzeitig erf•ullbar sind
und die wegen(a) in verschiedenenKlauseln liegen. Also ist die gesamte
Klauselmengeerf•ullbar. 2

Problem 2SAT
Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln •uber U, wobei jede

Klausel genauzwei Literale enth•alt.

Frage: Existiert eine erf•ullende Wahrheitsbelegungf•ur C?

Im Gegensatzzu 3SAT kann man zu 2SAT direkt einenpolynomialen Algorith-
mus angegeben. Also ist 2SAT2 P. (ohne Beweis | vgl. •Ubungsblatt)

Problem Max2SA T
Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln •uber U, wobei jede

Klausel genauzwei Literale enth•alt und eine Zahl K 2 N.

Frage: Existiert eineWahrheitsbelegung,die mindestensK Klauseln erf•ullt?

Im Gegensatzzu 2SAT ist Max2SAT wieder N P-vollst•andig (Beweis durch
Transformation von 3SAT | vgl. •Ubungsblatt).

Um einerseitseinen
"
Grundstock\ N P{v ollst•andiger Probleme zu haben, und

uns andererseitsmit Techniken zum Beweis von N P{V ollst•andigkeit vertraut
zu machen, beweisenwir nun die N P{V ollst•andigkeit einiger Problemeausver-
schiedenenGebieten.

Problem COLOR
Gegeben: Graph G = (V; E) und ein Parameter K 2 N.

Frage: Gibt eseine Knotenf•arbung von G mit h•ochstensK Farben, so dass
je zwei adjazente Knoten verschiedeneFarben besitzen?

3COLOR bezeichnet das Problem COLOR mit festem Parameter K = 3.

COLOR entspricht also dem Optimierungproblem, bei dem eine minimale An-
zahl ben•otigter Farben gesucht ist. Dagegenist 3COLOR das Entscheidungs-
problem, f•ur einen Graphen zu entscheiden, ob er dreif•arbbar ist.

4.18 Satz
3COLOR ist N P{v ollst•andig.

Bew eis:
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1. 3COLOR 2 N P, da f•ur G = (V; E) und eine F•arbung von G mit drei
Farben in O(jE j) •uberpr•uft werden kann, ob diesezul•assigist.

2. Wir zeigen,dass3SAT / 3COLOR.

Sei I ein beliebigesBeispiel f•ur 3SAT, bestehendaus Klauseln c1; : : : ; cn

•uber der VariablenmengeU = f u1; : : : ; um g. Wir konstruieren einen Gra-
phen G derart, dassI erf•ullbar ist genaudann, wenn G dreif•arbbar ist.

Wir beginnen die Konstruktion von G mit einem aus den
"
Eckknoten\

t; f und a bestehenden
"
Hauptdreieck\ D . t; f und a sind zugleich die drei

Farben, mit denenG gef•arbt werden soll.

In terpretation: t b= wahr; f b= falsch .

F•ur jede Variable u 2 U bilde ein Dreieck D u mit Eckknoten u; �u und a.
Wir haben also n + 1 Dreiecke, die den Knoten a gemeinsamhaben.

In terpretation: Falls u mit
"
t\ gef•arbt wird, so muss �u mit

"
f \ gef•arbt

werden.

Betrachte nun eine Klausel cj = x _ y _ z; x; y; z 2 f ui ; �ui : ui 2 Ug. Wir
f•uhren zu cj eineKomponente Cj ein, bestehendaus sechs Knoten, einem

"
inneren Dreieck\ und drei

"
Satelliten\ (sieheAbbildung 4.3).

Cj

Abbildung 4.3: Komponente Cj

Jederder drei Satelliten wird mit einemder Literale x; y; z verbundenund
alle drei Satelliten werden mit dem Eckknoten t in D verbunden. Da der
konstruierte Graph O(n + m) viele Knoten hat, ist die Transformation
o�ensichtlich polynomial.

Beispiel :
c1 = �u1 _ u2 _ �u3, c2 = �u1 _ �u2 _ u3 mit u2 := wahr und u3 := wahr ergibt
einen Graphen wie in Abbildung 4.4. �

Zeige zun •achst: Falls I erf•ullbar, so ist G dreif•arbbar.

Betrachte eine erf•ullende Wahrheitsbelegung f•ur U. D ist mit t; f und
a wie angegeben

"
gef•arbt\ . Die Knoten ui bzw. �ui werden entsprechend

ihrem Wahrheitswert mit
"
t\ oder

"
f \ gef•arbt. F•ur jede Klausel gibt es

mindestensein Literal, daswahr ist. W•ahle pro Klausel jeweils ein solches
Literal aus und f•arbe den mit dem entsprechenden Knoten verbundenen
Satelliten in der zugeh•origen Klauselkomponente mit

"
f \ , die beiden an-

deren mit
"
a\ . Dann kann das zugeh•orige innere Dreieck o�ensichtlich

ebenfalls mit a; t und f zul•assiggef•arbt werden.

Zeige nun: Falls G dreif•arbbar, so ist I erf•ullbar.
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u2

u3

u1

a

f

t

C1C2

D

�u2

�u1

�u3

Abbildung 4.4: Graph zu einem 3SAT-Problem mit zwei Klauseln

Betrachte zun•achst die Dreif•arbung des Hauptdreiecks D und
"
interpre-

tiere\ die Farben entsprechend den Knoten von D. Dann induziert die
Dreif•arbung der Dreiecke D u eine konsistente Wahrheitsbelegungvon U.
Da f•ur die Klauselkomponenten alle Satelliten mit

"
t\ verbunden sind,

und die inneren Dreiecke der Cj -Komponenten mit drei Farben gef•arbt
sind, muss jeweils mindestens ein Satellit mit

"
f \ gef•arbt sein. Daraus

folgt, dass der damit verbundene Literalknoten mit
"
t\ gef•arbt ist, das

entsprechendeLiteral also die entsprechendeKlausel erf•ullt.
�
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v

u1

u2

u3

u4

u5

� !

u1 u2 u5 u1 u2 u5 u1 u2 u5

er
v eb

v eg
v

v

Sr
v Sb

v Sg
v

Abbildung 4.5: Konstruktion der Mengen Sc
v ; c 2 C; f•ur einen Knoten v 2 V

einesGraphen G = (V; E).

Problem EXA CT CO VER

Gegeben: Eine endliche MengeX und eine Familie S von Teilmengenvon X .

Frage: Existiert eine Menge S
0

� S, so dassjedesElement aus X in genau
einer Mengeaus S

0
liegt?

Beispiel:
X = f 1; 2; : : : ; 7g,

S = ff 1; 2; 3g; f 1; 2; 4g; f 2; 3; 4g; f 1; 3; 4g; f 1; 5g; f 3; 5g; f 1; 3g; f 5; 6; 7g;
f 4; 5; 6g; f 4; 5; 7g; f 4; 6; 7g; f 5; 6g; f 5; 7g; f 6; 7gg,

S
0

= ff 1; 5g; f 2; 3; 4g; f 6; 7gg: �

4.19 Satz
EXA CT COVER ist N P{v ollst•andig.

Bew eis:

O�ensichtlich ist EXA CT COVER in N P.

Wir beweisen3COLOR / EXA CT COVER.
F•ur einen beliebigenGraphen G = (V; E) geben wir also ein Beispiel (X ; S) f•ur
EXA CT COVER an, daseineexakte •Uberdeckung S

0
besitzt genaudann, wenn

G dreif•arbbar ist.
Sei C = f r (ot); b(lau); g(r •un)g f•ur v 2 V . Sei N (v) := f u 2 V : f u; vg 2 Eg
die Nachbarschaft von v. Die Menge X enthalte f•ur jedesv 2 V ein

"
Element\

v und jeweils 3 � jN (v)j + 3 zus•atzliche Elemente. Zu jedem v 2 V gebe es in S
drei disjunkte Mengen Sr

v ; Sb
v ; Sg

v mit jeweils jN (v)j + 1 Elementen. Au�erdem
enthalte S f•ur jedes v drei zweielementige Mengen f v; er

v g; f v; eb
vg und f v; eg

v g
mit er

v 2 Sr
v , eb

v 2 Sb
v und eg

v 2 Sg
v .

In terpretation: Sr
v entspricht der

"
Farbe\ r , enth•alt f•ur jeden Knoten aus

N (v) eine Kopie und einen zus•atzlichen Knoten er
v .

Beispiel:
Abbildung 4.5 zeigt, wie man zu einemKnoten v 2 V einesGraphen G = (V; E)
die MengenSc

v ; c 2 C; konstruiert. �
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u v

er
v eb

v eg
v

v

Sr
v

Sb
v Sg

v

u u u

v v v

u

Sr
u Sb

u Sg
u

� !

= Mengen im EXA CT COVER

Abbildung 4.6: Konstruktion der Mengen f uc
v ; vc

0

u g; c 6= c
0
; f•ur eine Kante

f u; vg 2 E einesGraphen G = (V; E).

Au�erdem enth•alt S f•ur jede Kante f u; vg 2 E und je zwei c;c
0

2 C, c 6= c
0
, die

zweielementigen Mengen f uc
v ; vc

0

u g, uc
v 2 Sc

v "
Kopie\ von u, vc

0

u 2 Sc
0

u "
Kopie\

von v.

Beispiel:
Abbildung 4.6 zeigt, wie man zu einer Kante f u; vg 2 E einesGraphen G =

(V; E) die zweielementigen Mengenf uc
v ; vc

0

u g; c 6= c
0
; konstruiert. Die Konstruk-

tion ist polynomial in der Gr•o�e von G. �

Zeige zun •achst: Falls G dreif•arbbar, so existiert eine exakte •Uberdeckung
S

0
� S f•ur X . Dazu entspreche � : V ! C einer zul•assigenDreif•arbung.

S
0

enthalte f•ur jedesv 2 V die Mengen f v; e� (v)
v g und Sc

v mit c 6= � (v). Diese
Mengen •uberdecken alle Elemente exakt, au�er den Elementen der Form u� (v)

v ,
v� (u )

u f•ur f u; vg 2 E. Daher enthalte S
0

f•ur jede Kante f u; vg 2 E die Menge
f u� (v)

v ; v� (u )
u g. DieseMenge existiert, da � (u) 6= � (v), und damit •uberdeckt S

0

jedes Element aus X genau einmal. (Siehe Abbildung 4.6 f•ur � (u) = b und
� (v) = r . Aus Gr•unden der •Ubersichtlichkeit sind die Mengen f wr

v ; vc
w g f•ur

c 6= r; f v; wg 2 E bzw. f wb
u ; uc

w g f•ur c 6= b;f u; wg 2 E, welche ebenfalls zu S
0

geh•oren, nicht eingezeichnet.)

Zeige nun: Falls eine exakte •Uberdeckung S
0

� S existiert f•ur (X ; S), so ist G
dreif•arbbar.

Sei also S
0

eine exakte •Uberdeckung. JedesElement v muss von genau einer
Menge der Form f v; ec

v g •uberdeckt sein. Dies induziert eine F•arbung � von G
mit den Farben r , b und g. Wir m•ussenbeweisen,dassdieseF•arbung zul•assig
ist, d.h. � (v) 6= � (u) f•ur f u; vg 2 E. Da f•ur jedesv bereits f v; e� (v)

v g 2 S
0
, kann
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ec
v mit c 6= � (v) nur durch die MengeSc

v •uberdeckt werden. Da die Mengender
Form f v; e� (v)

v g und Sc
v , c 6= � (v), alle Elemente au�er den u� (v)

v mit f u; vg 2
E •uberdecken, m•ussen auch die Mengen f u� (v)

v ; v� (u )
u g f•ur f u; vg 2 E in S

0

enthalten sein. F•ur diesegilt per Konstruktion � (v) 6= � (u). �

Problem SUBSET SUM
Gegeben: Eine endliche Menge M , eine Gewichtsfunktion w : M ! N0 und

K 2 N0.

Frage: Existiert eine TeilmengeM
0

� M mit
X

a2 M 0

w(a) = K ?

4.20 Lemma
SUBSET SUM ist N P{v ollst•andig.

Bew eis: Zeigen:EXA CT COVER / SUBSET SUM.
Sei (X ; S) mit X = f 0; 1; : : : ; m � 1g beliebigesBeispiel f•ur EXA CT COVER.
SetzeM := S und de�niere w : M ! N0 bzw. K folgenderma�en:
Zu x 2 X de�niere # x := jf Y 2 S : x 2 Y gj.
Setze

p := max
x 2 X

# x + 1;

und ordne Y 2 S das Gewicht

w(Y ) :=
X

x 2 Y

px

zu. Setze

K :=
m � 1X

x =0

px :

Sei S
0

� S exakte •Uberdeckung von (X ; S). Dann gilt

X

Y 2S 0

w(Y ) =
X

Y 2S 0

X

x 2 Y

px =
m � 1X

x =0

px ;

da jedesx 2 X genaueinmal •uberdeckt wird. S
0

erf•ullt also die Bedingung f•ur
SUBSET SUM.

Ist andererseitsS
0

� M = S eine geeigneteMenge f•ur SUBSET SUM, so gilt

X

Y 2S 0

w(Y ) = K =
m � 1X

x =0

px :

D.h. jedes x 2 X kommt in genau einem Y 2 S
0

vor. S
0

ist also eine exakte
•Uberdeckung. �
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Veranschaulic hung:
Kodiere w(Y ) f•ur Y 2 S als String aus Nullen und Einsen der L•angem, wobei
an i -ter Stelle eine 1 steht genau dann, wenn i 2 Y ; entsprechend ist K ein
String der L•angem aus Einsen.
Die komponentenweiseAddition der zu einer TeilmengeY1; : : : ; Yn von S geh•ori-
gen Strings w(Y1); : : : ; w(Yn ) ergibt einen String der L•ange m, an desseni -ter
Stelle steht in wievielen der Yj (j = 1; : : : ; n) das Element i vorkommt.
P

Y 2S 0 w(Y ) = K bedeutet also, dass jedes x 2 X in genau einem Y 2 S
0

vorkommt.
b= Zahlendarstellung zu Basis p.

Problem PAR TITION
Gegeben: Eine endliche MengeM und eine Gewichtsfunktion w : M ! N0.

Frage: Existiert eine TeilmengeM
0

� M mit
X

a2 M 0

w(a) =
X

a2 M nM 0

w(a) ?

4.21 Korollar
PARTITION ist N P{v ollst•andig.

Bew eis: Zeigen:SUBSET SUM / PARTITION.
Zu (M ; w; K ) Beispiel f•ur SUBSET SUM de�niere

N :=
X

a2 M

w(a) + 1, M � := M [ f b;cg mit w(b) := N � K und w(c) := K + 1:

Dann ist (M � ; w) Beispiel f•ur PARTITION und esgilt:

9M
0

� M � mit
X

a2 M 0

w(a) =
X

a2 M � nM 0

(a) ( ) 9M
00

� M mit w(M
00
) = K :

Denn da b und c nicht beide in M
0

bzw. M � nM
0

sein k•onnen, kann o.B.d.A.
b 2 M

0
angenommenwerden. Ist M

0
eine Menge,welche die linke Seite erf•ullt,

so muss w(M
0
) = N gelten (da w(M � ) = 2N ) und M

00
:= M

0
nf bg erf•ullt

die Bedingung f•ur SUBSET SUM. Ist andererseitsM
00

eine Menge, welche die
rechte Seite erf•ullt, so erf•ullt M

0
:= M

00
[ f bg die Bedingung f•ur PARTITION.

�

Problem KNAPSA CK
Gegeben: Eine endliche Menge M , eine Gewichtsfunktion w : M ! N0, eine

Kostenfunktion c : M ! N0 und W; C 2 N0:

Frage: Existiert eine TeilmengeM
0

� M mit
X

a2 M 0

w(a) � W und

X

a2 M 0

c(a) � C ?
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4.22 Korollar
KNAPSA CK ist N P{v ollst•andig.

Bew eis: Zeigen:PARTITION / KNAPSA CK.
W•ahle zu (M ; w) Beispiel von PARTITION MengeM , Gewichtsfunktion w

0
:=

2w, Kostenfunktion c := 2w und W = C :=
P

a2 M w(a). �

Wir haben nun gesehen,dassalle N P{v ollst•andigenProbleme im wesentlichen
gleich

"
schwer\ sind, da es immer eine polynomiale Transformation von einem

zum anderenProblem gibt. Dies hat aber auch Auswirkungen auf die Frage, ob
P = N P ist.

4.23 Lemma
Sei L N P-vollst•andig, dann gilt:

1. L 2 P =) P = N P

2. L 62P, so gilt f•ur alle N P-vollst•andigen Sprachen L 0, dassL 0 62P gilt.

Bew eis:
1. Wenn L 2 P ist, so existiert eine polynomiale deterministische Turing-

Maschine f•ur L . Dann liefert die Hintereinanderausf•uhrung der polynomia-
len Transformation zu L 0 / L und dieserpolynomialen Berechnung f•ur L
wieder eine polynomiale deterministische Turing-Maschinen-Berechnung
f•ur L 0. Damit ist f•ur alle L 0 2 N P auch L 0 2 P.

2. Sei L 62P, aber angenommenf•ur eine N P-vollst•andige Sprache L 0 gilt:
L 0 2 P, so folgt aus (1) P = N P. Dies ist aber ein Widerspruch zur
VoraussetzungL 62P, da dann N PnP 6= ; .

�

4.4 Komplemen tsprac hen

Wir betrachten nun weitereSprachklassen,die im Zusammenhangmit den Klas-
senP und N P auftreten.

4.24 Def inition
Die Klasse N P C sei die Klasse der N P-vollst•andigen Sprachen/Probleme.
(N P-complete). Die KlasseN P I ist de�niert durch N PI := N Pn(P [ N PC).
Die Klasse co � P ist die Klasse aller Sprachen � � nL f•ur L � � � und L 2 P
(die Klasseder Komplementsprachen). Die Klasseco � N P ist die Klassealler
Sprachen � � nL f•ur L � � � und L 2 N P.

4.25 Satz (Ladner (1975))
Falls P 6= N P, so folgt N PI 6= ; .

Es liegt vermutlich eineSituation wie in Abbildung 4.7vor. Es ist P = co� P, da
man f•ur eineSpracheL c zu L 2 P nur die Endzust•andeqJ und qN in der entspre-
chendendeterministischen Turing-Maschinen-Berechnung vertauschen muss.
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PSfrag replacements

N P

N PI
N PC

P

Abbildung 4.7: Komplexit •atsklassen

Frage: Gilt auch N P = co� N P?

Eine nichtdeterministische Berechnung mussnoch nicht einmal enden.Nat •urlich
folgt ausN P 6= co� N P, dassP 6= N P gilt. Aber wasfolgt ausN P = co� N P?
Vermutlich ist N P 6= co� N P (Versch•arfung der

"
P 6= N P\ {V ermutung).

Ein Beispiel f•ur ein Problem in co� N P ist das TSP{Komplement{Problem:

Problem co{TSP
Gegeben: Graph G = (V; E), c: E ! Z+ und ein Parameter K .

Frage: Gibt eskeine Tour der L•ange� K ?

Es ist klar, dassco{TSP in co� N P liegt, da TSP in N P liegt. Bei TSP ist es
leicht nachzuweisen,ob eine Instanz ein

"
Ja\ {Beispiel ist, wenn eine geeignete

Tour bekannt ist. F•ur co{TSP ist dies jedoch nicht so leicht, auch wenn eine
Tour gegeben ist. Die Frage, ob co{TSP auch in N P liegt, ist daher nicht so
leicht zu beantworten. Die Vermutung ist

"
nein\ .

4.26 Lemma
Falls L N P-vollst•andig ist und L 2 co� N P, so ist N P = co� N P.

Bew eis: Sei L 2 co � N P, dann existiert eine polynomiale nichtdeterministi-
sche Berechnung f•ur L c. Da f•ur alle L 0 2 N P gilt: L 0 / L , so existiert auch
eine deterministische polynomiale Transformation L 0c / L c. Also existiert eine
polynomiale nichtdeterministische Berechnung f•ur L 0c, also L 0 2 co� N P. �

Bemerkung :
Mit der Vermutung N P 6= co� N P folgt auch N PC\ co� N P = ; . Wenn ein
Problem in N P und co� N P ist, vermutlich aber nicht in P, so ist esin N PI .

Problem Subgraphisomorphie
Gegeben: Graphen G = (V; E) und H = (V 0; E 0) mit jV 0j < jV j
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Frage: Gibt es eine Menge U � V mit jUj = jV 0j und eine bijektiv e Abbil-
dung Iso: V 0 ! U, so dassf•ur alle x; y 2 V 0 gilt:

f x; yg 2 E 0 ( ) f Iso(x); Iso(y)g 2 E

Die Frage ist also, ob H isomorph zu einem Subgraphen von G ist. Es gilt
Subgraphisomorphieist N P-vollst•andig (ohne Beweis).

Ein Kandidat f•ur ein Problem aus N PI ist die Graphenisomorphie:

Problem Graphenisomorphie
Gegeben: Graphen G = (V; E) und H = (V 0; E 0) mit jV j = jV 0j.

Frage: Sind G und H isomorph, d.h. existiert eine bijektiv e Abbildung

Iso: V 0 ! V mit f x; yg 2 E 0 ( ) f Iso(x); Iso(y)g 2 E?

F•ur Graphenisomorphieweissman, dassessowohl in N P als auch in co� N P
liegt.

PSfrag replacements

N P

N PI
N PC

co� N P

P

Abbildung 4.8: Komplexit •atsklassen

4.5 Weitere Komplexit •atsklassen
•ub er N P hinaus

Wir betrachten nun Probleme, die allein aufgrund der Problemformulierung
nicht in N P liegen,zum Beispiel Optimierungs-, Such- und Aufz•ahlungsproble-
me.
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4.27 Def inition
Ein Suchproblem � wird beschrieben durch

1. die Mengeder ProblembeispieleD � und

2. f•ur I 2 D � die MengeS� (I ) aller L•osungenvon I .

Die
"
L•osung\ einesSuchproblemsbesteht in der Angabe einer L•osungausS� (I )

f•ur ein Problembeispiel I 2 D � mit S� (I ) 6= ; und
"
Nein\ sonst.

Problem TSP{Suc hproblem
Gegeben: Graph G = (V; E) vollst•andig und gewichtet mit c: E ! R.

Frage: Gib eine optimale Tour zu G bez•uglich c an.

S� (I ) ist die Menge aller optimalen Touren zu I . Die Angabe einer optimalen
Tour l•ost also das Problem.

Problem Hamilton{Kreis (Suchproblem)
Gegeben: Ein ungerichteter, ungewichteter Graph G = (V; E).

Frage: Gib einenHamilton{Kreis in G an, falls einerexistiert. Ein Hamilton{
Kreis ist dabei eine Permutation � auf V , so dass

f � (n); � (1)g 2 E und f � (i ); � (i + 1)g 2 E f•ur 1 � i � n � 1 ist:

4.28 Def inition
Ein Aufz •ahlungsproblem � ist gegeben durch

1. die Mengeder ProblembeispieleD � und

2. f•ur I 2 D � die MengeS� (I ) aller L•osungenvon I .

Die L•osungeinesAufz•ahlungsproblem� besteht in der Angabe der Kardinalit •at
von S� (I ), d.h. jS� (I )j.

Problem Hamilton{Kreis (Aufz •ahlungsproblem)
Gegeben: ein ungerichteter, ungewichteter Graph G = (V; E).

Frage: Wieviele Hamilton{Kreise gibt es in G?

Um Suchprobleme oder Aufz•ahlungsproblemeuntereinander oder im Vergleich
zu N P-vollst•andigen Problemen bez•uglich ihrer Komplexit •at zu vergleichen,
ben•otigt man ein Konzept daf•ur, wann ein Problem � mindestenssoschwer ist,
wie ein Problem � 0. Wir verwenden dazu, analog zur polynomialen Transfor-
mation bei Entscheidungsproblemen,das Konzept der Turingreduzierbarkeit.

Wir betrachten hier Suchprobleme genauer. Dazu assoziierenwir mit einem
Suchproblem � folgendeRelation:

R� = f (x; s) j x 2 D � ; s 2 S� (x)g
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4.29 Def inition
Eine Funktion f : � � ! � � realisiert eine Relation R, wenn f•ur alle x 2 � �

gilt: Falls es kein y 2 � � nf "g mit (x; y) 2 R, so ist f (x) = " . Ansonsten ist
f (x) = y f•ur ein y 2 � � nf "g mit (x; y) 2 R.
Ein Algorithm us l•ost das durch R� beschriebeneSuchproblem � , wenn er eine
Funktion berechnet, die R� realisiert.

Der Begri� der
"
Turing-Reduzierbarkeit\ ist •uber die Orak el-T uring-Ma-

schine de�niert.

4.30 Def inition
Eine Orak el-T uring-Masc hine zum Orakel G: � � ! � � ist eine determi-
nistische Turing-Maschine mit einem ausgezeichnetem Orak elband und zwei
zus•atzlichen Zust•anden qf und qa . Dabei ist qf der Fragezustand und qa der
An twortzustand desOrakels. Die Arb eitsweiseist in allen Zust•anden q 6= qf

wie bei der normalenTuring-Maschine. Wennder Zustand qf angenommenwird,
der Kopf sich auf Position i desOrakelbandesbe�ndet und der Inhalt desOra-
kelbandesauf Position 1; : : : ; i das Wort y = y1 : : : yi ist, so ist der •Ubergang:

1. Fehlermeldung, falls y 62� �

2. in einem Schritt wird y auf dem Orakelband gel•oscht und g(y) auf die
Positionen 1; : : : ; jg(y)j desOrakelbandesgeschrieben. Der Kopf desOra-
kelbandesspringt auf Position 1 und der Folgezustandist qa .

4.31 Def inition
Seien R; R0 Relationen •uber � � . Eine Turing-Reduktion / T von R auf R0

(R / T R0), ist eine Orakel-Turing-Maschine M , deren Orakel die Relation R0

realisiert und die selber in polynomialer Zeit die Funktion f berechnet, die R
realisiert.

Bemerkung :
� Falls R0 in polynomialer Zeit realisierbar ist und R / T R0, so ist auch R

in polynomialer Zeit realisierbar.

� Falls R / T R0 und R0 / T R00so auch R / T R00.

4.32 Def inition
Ein Suchproblem � hei�t N P {sc hwer , falls eseine N P-vollst•andige Sprache
L gibt mit L / T � .

Bemerkung :
Ein Problem das N P{schwer ist, mussnicht notwendigerweisein N P sein.

Wir nennenein Problem N P{schwer, wenn esmindestenssoschwer ist, wie alle
N P{v ollst•andigen Probleme. Darunter fallen auch

� Optimierungsprobleme,f•ur die daszugeh•origeEntscheidungsproblemN P{
vollst•andig ist.

� Entscheidungsprobleme�, f•ur die gilt, dass f•ur alle Probleme � 0 2 N P
gilt � 0 / �, aber f•ur die nicht klar ist, ob � 2 N P.

Klar ist, dassein N P{v ollst•andigesProblem auch N P{schwer ist.
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Problem INTEGER PR OGRAMMING

Gegeben: aij 2 N0, bi ; cj 2 N0, 1 � i � m, 1 � j � n, B 2 N0.

Frage: Existieren x1; : : : ; xn 2 N0, so dass

nX

j =1

cj � x j = B und

nX

j =1

aij � x j � bi

| {z }
A � �x � �b

f•ur 1 � i � m ?

4.33 Korollar
INTEGER PROGRAMMING ist N P{schwer.

Bew eis: Zeigen:SUBSET SUM / INTEGER PROGRAMMING.
Zu M , w : M ! N0 und K 2 N0 Beispiel f•ur SUBSET SUM w•ahle m = n :=
jM j, o.B.d.A. M = f 1; : : : ; ng, cj := w(j ), B := K , bi = 1 und A = (aij )
Einheitsmatrix. Dann gilt:

9M
0

� M mit
X

j 2 M 0

w(j ) = K

m

9x1; : : : ; xn 2 N0 mit
X

j 2 M

w(j ) � x j = B und x j � 1 f•ur 1 � j � n:

M
0

= f j 2 M : x j = 1g �

Bemerkung :

� INTEGER PROGRAMMING 2 N P ist nicht so leicht zu zeigen.Siehe:
Papadimitriou

"
On the complexity of integer programming\ , J.ACM, 28,

2, pp. 765-769,1981.

� Wie der Beweis von 4.33 zeigt, ist INTEGER PROGRAMMING sogar
schon N P{schwer, falls aij ; bi 2 f 0; 1g und x i 2 f 0; 1g. Es kann sogarun-
ter der Zusatzbedingung cij 2 f 0; 1g N P{V ollst•andigkeit gezeigt werden
(ZERO-ONE PROGRAMMING).

� F•ur beliebige lineare Programme (aij ; cj ; bi 2 Q; x i 2 R) existieren poly-
nomiale Algorithmen.

� Lineare ProgrammespieleneinebedeutendeRolle in der kombinatorischen
Optimierung, da sich viele kombinatorische Optimierungsprobleme leicht
als lineare Programme formulieren lassenund mit allgemeinenMethoden
zur L•osungvon linearen Programmen l•osenlassen.
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4.34 Lemma
Falls L N P{schwer ist, so ist auch L c N P{schwer. D.h. die Klasse der N P{
schweren Probleme ist bez•uglich Komplementbildung abgeschlossen.

Bew eis: Es gilt: L / T L c, denn man kann L mit einem L c-Orakel realisieren,
indem man die Eingabeauf dasOrakelbandkopiert und die Antwort desOrakels
negiert. Da L N P{schwer ist, gibt esmindestenseineN P-vollst•andigeSprache
L 0 mit L 0 / T L . Damit folgt L 0 / T L c. �

Bisher haben wir Komplexit •at nur bez•uglich der Laufzeit betrachtet. Interes-
sant ist aber auch der Speicherplatz. Betrachte dazu eine Turing-Maschine mit
drei B•andern (Input{, Arb eits{ und Output{Band). Gemessenwird die maxi-
male Anzahl an Positionen des Arb eitsbandes , die w•ahrend der Berechnung
ben•otigt wird.

� Die Klasseder Probleme, die mit polynomialem Speicherplatz gel•ost wer-
den k•onnen hei�t PSPACE. Es gilt:

P � N P � PSPACE

� Die Klasseder Probleme,die mit polylogarithmischemSpeicherplatz gel•ost
werden k•onnen hei�t SC (Steven's Class,nach Steven Cook).

4.6 Pseudop olynomiale Algorithmen

Es gibt N P{v ollst•andige Probleme, die von einer deterministischen Turing-
Maschine mit einer Laufzeit, die polynomial in der Inputl •angeist, gel•ost werden
k•onnen, wenn man die Eingabe un•ar anstatt zum Beispiel bin•ar kodiert. Dann
gehen

"
Zahlen\ nicht logarithmisch sonderndirekt in die Inputl •angeein, d.h. die

Inputl •ange ist also gr•o�er. Dies ist nat•urlich nur f•ur Probleme relevant, in de-
nen •uberhaupt Zahlen vorkommen, wie zum Beispiel beim Traveling Salesman
Problem (die Kostenfunktion c). Einen solchen Algorithm us, der polynomial in
der Inputl •angebei Un•arkodierung ist, nennt man pseudop olynomialen Algo-
rithm us.
F•ur das KNAPSA CK-Problem gibt eseinen pseudopolynomialen Algorithm us:

4.35 Lemma
Ein beliebiges Beispiel (M ; w; c;W; C) f•ur KNAPSA CK kann in O(jM j � W )
entschieden werden.

Bew eis: Sei o.B.d.A. M = f 1; : : : ; ng. F•ur jedes w 2 N0; w � W und i 2 M
de�niere

cw
i := max

M 0�f 1;::: ;i g

8
<

:

X

j 2 M 0

c(j ) :
X

j 2 M 0

w(j ) = w

9
=

;
:

Dann kann cw
i +1 f•ur 0 � i < n leicht berechnet werden als

cw
i +1 = max

n
cw

i ; c(i + 1) + cw� w( i +1)
i

o
:

�
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Falls P 6= N P ist, so gibt esf•ur TSP keinen pseudopolynomialen L•osungsalgo-
rithm us. TSP wird daher als stark N P {v ollst •andig bezeichnet.

4.7 Appro ximationsalgorithmen f•ur
Optimierungsprobleme

F•ur Optimierungsprobleme, f•ur die daszugeh•orige EntscheidungsproblemN P{
vollst•andig ist, kann man versuchen, polynomiale Algorithmen anzugeben, die
zwar keineOptimall •osungliefern, aber immerhin eine

"
beweisbargute L•osung\ .

Wie wird die G •ute einer L •osung gemessen?

Wir betrachten die G•ute einer L•osung, die ein Algorithm us im worst-case f•ur
ein Problem � liefert, und zwar im Vergleich zur Optimall •osung.

Bezeichne OPT (I ) f•ur I 2 D � den Wert der (beziehungsweise einer) Opti-
mall•osung. Zu einem Algorithm us A zur L•osung von � bezeichnet A ( I ) den
Wert der L•osung,die A bei Eingabe I 2 D � liefert.

4.7.1 Appro ximation mit Di�erenzengaran tie,
absolute Appro ximation

4.36 Def inition
Sei � ein Optimierungsproblem. Ein polynomialer Algorithm us A, der f•ur jedes
I 2 D � einen Wert A(I ) liefert, mit

j OPT(I ) � A (I )j � K

und K 2 N0 konstant, hei�t Appro ximationsalgorithm us mit Di�eren-
zengaran tie oder absoluter Appro ximationsalgorithm us.

Es gibt nur wenige N P{schwere Optimierungsprobleme, f•ur die ein absoluter
Approximationsalgorithmus existiert, aber viele

"
Negativ{Resultate\ .

Das allgemeine KNAPSA CK-Suc hproblem

Problem
Gegeben: Eine Menge von

"
Teilen\ M = f 1; : : : ; ng, Kosten c1; : : : ; cn 2 N0

und Gewichten w1; : : : ; wn 2 N sowie ein Gesamtgewicht W 2 N.

Frage: Gib x1; : : : ; xn 2 N0 an, so dass

nX

i =0

x i wi � W und
nX

i =1

x i ci maximal ist.

Das KNAPSA CK{Problem ist N P{schwer und es l•asst sich (vermutlich) kein
absoluter Approximationsalgorithmus angeben:
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4.37 Satz
Falls P 6= N P, so gibt es keinen absoluten Approximationsalgorithmus A f•ur
KNAPSA CK.

Bew eis: Wir zeigen,dassaus einem absoluten Approximationsalgorithmus f•ur
KNAPSA CK auch ein optimaler polynomialer Algorithm us f•ur KNAPSA CK
abgeleitet werden kann, im Widerspruch zu P 6= N P.

Sei A ein absoluter Approximationsalgorithmus mit j OPT(I ) � A (I )j � K f•ur
alle I . Betrachte nun zum Problembeispiel I f•ur KNAPSA CK mit M ; wi ; ci ; W
ein Problembeispiel I 0 mit

M 0 := M ; w0
i := wi ; W 0 := W und c0

i := ci � (K + 1):

Damit ist OPT(I 0) = (K +1) OPT(I ). Dann liefert A zu I 0eineL•osungx1; : : : ; xn

mit Wert
P n

i =1 x i c0
i = A(I 0); f•ur den gilt:

j OPT(I 0) � A (I 0)j � K :

A(I 0) induziert damit eine L•osungx1; : : : ; xn f•ur I mit dem Wert

L (I ) :=
nX

i =1

x i ci ;

f•ur den gilt:
j(K + 1) OPT(I ) � (K + 1)L (I )j � K

also j OPT(I ) � L (I )j � K
K +1 < 1. Da OPT(I ) und L(I ) 2 N0 f•ur alle I , ist

also OPT(I ) = L (I ). Der entsprechende Algorithm us ist nat•urlich polynomial
und liefert einen Optimalw ert f•ur das KNAPSA CK{Problem. Dies steht im
Widerspruch zu P 6= N P. �

4.38 Satz
Falls P 6= N P, so gibt es keinen absoluten Approximationsalgorithmus A f•ur
CLIQUE.

Bew eis: •Ubung. �

4.7.2 Appro ximation mit relativ er G •utegaran tie

4.39 Def inition
Sei � ein Optimierungsproblem. Ein polynomialer Algorithm us A, der f•ur jedes
I 2 D � einen Wert A(I ) liefert mit RA (I ) � K , wobei K � 1 eine Konstante,
und

R A (I ) :=

8
><

>:

A (I )
OPT( I ) falls � Minimierungsproblem

OPT( I )
A ( I ) falls � Maximierungsproblem

hei�t Appro ximationsalgorithm us mit relativ er G •utegaran tie . A hei�t
" {appro ximativ , falls R A (I ) � 1 + " f•ur alle I 2 D � .
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Bei einem Approximationsalgorithmus mit relativer G•utegarantie wird die Ap-
proximationsg•ute also immer im Verh•altnis zum Optimalw ert betrachtet und
nicht absolut wie oben.

Beispiel :
Wir betrachten folgenden" Greedy-Algorithm us\ f•ur KNAPSA CK:

1. Berechne die
"
Gewichtsdichten\ pi := ci

w i
f•ur i = 1; : : : ; n und indiziere so,

dassp1 � p2 � : : : � pn , d.h. sortiere nach Gewichtsdichten. Dies kann in
Zeit O(n logn) geschehen.

2. F•ur i = 1 bis n setzex i :=
j

W
w i

k
und W := W �

j
W
w i

k
� wi .

Es werden also der Reihe nach so viele Elemente wie m•oglich von der aktuellen
Gewichtsdichte in die L•osung aufgenommen.Die Laufzeit diesesAlgorithm us
ist in O(n logn). �

4.40 Satz
Der Greedy{Algorithm us A f•ur KNAPSA CK erf•ullt R A (I ) � 2 f•ur alle Instan-
zen I .

Bew eis: O.B.d.A. sei w1 � W . O�ensichtlich gilt:

A (I ) � c1 � x1 = c1 �
�

W
w1

�
f•ur alle I ;

und

OPT(I ) � c1 �
W
w1

� c1 �
��

W
w1

�
+ 1

�
� 2 � c1 �

�
W
w1

�
� 2 � A (I )

Also R A (I ) � 2. �

Bemerkung :
Die Schranke R A (I ) ist in gewissemSinne scharf f•ur den Greedy-Algorithmus.
Betrachte dazu folgendesProblembeispiel I : Sei n = 2; w2 = w1 � 1; c1 =
2 � w1; c2 = 2 � w2 � 1; W = 2 � w2.

Dann ist
c1

w1
= 2 >

c2

w2
= 2 �

1
w2

und A(I ) = 2w1 und OPT(I ) = 4w2 � 2, also

OPT(I )
A (I )

=
4w2 � 2

2w1
=

2w1 � 3
w1

� ! 2 f•ur w1 ! 1
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4.41 Def inition
Zu einem polynomialen Approximationsalgorithmus A sei

R 1
A := inf

�
r � 1

�
�
�
�

esgibt ein N0 > 0, so dassR A (I ) � r
f•ur alle I mit OPT(I ) � N0

�

4.42 Satz
Falls P 6= N P, dann existiert kein relativer Approximationsalgorithmus A f•ur
COLOR mit R 1

A � 4
3 .

Bew eis: Wir zeigen,dassein solcher Algorithm us verwendet werden kann, um
einen polynomialen Algorithm us zum L•osenvon 3COLOR anzugeben, im Wi-
derspruch zu P 6= N P.

Zu zwei Graphen G1 = (V1; E1) und G2 = (V2; E2) sei G := (V; E) := G1[G2]
de�niert durch V := V1 � V2 und

E :=
�

f (u1; u2); (v1; v2)g

�
�
�
�

entweder f u1; v1g 2 E1, oder
u1 = v1 und f u2; v2g 2 E2

�

D.h. jeder Knoten ausG1 wird durch eineKopie von G2 ersetzt, und jedeKante
ausE1 durch einen

"
vollst•andig bipartiten Graphen\ zwischen den entsprechen-

den Kopien. Betrachte Abbildung 4.9 f•ur ein Beispiel.

Angenommen, es existiert ein relativer Approximationsalgorithmus A mit
R 1

A < 4
3 . Dann existiert ein N 2 N so,dassA(G) < 4

3 OPT(G) f•ur alle Graphen
G mit OPT(G) � N . Sei also G = (V; E) ein beliebigesBeispiel f•ur 3COLOR.
Dann de�niere G� := K N [G], wobei K N der vollst•andigeGraph •uber N Knoten
ist. G� besteht alsoausN Kopien von G, die vollst•andig miteinander verbunden
sind. Dann gilt:

OPT(G� ) = N � OPT(G) � N :

Da die Gr•o�e von G� polynomial in der Gr•o�e von G ist, kann G� in polynomialer
Zeit konstruiert werden. Damit ist die Anwendung von A auf G� polynomial in
der Gr•o�e von G. Falls G dreif•arbbar ist, gilt:

A (G� ) <
4
3

OPT(G� ) =
4
3

� N � OPT(G) �
4
3

� N � 3 = 4N:

Andererseits, falls G nicht dreif•arbbar ist, gilt

A (G� ) � OPT(G� ) = N � OPT(G) � 4N :

D.h. G ist dreif•arbbar genaudann, wenn A(G� ) < 4N . Dies ist ein polynomialer
Algorithm us zur L•osungvon 3COLOR im Widerspruch zu P 6= N P. �

Dieses Resultat kann versch•arft werden zu R 1
A � 2 beziehungsweise zu

R A � n
1
7 � " f•ur jedes " > 0, wobei n = jV j f•ur alle A unter der Vorausset-

zung P 6= N P.

4.43 Satz
F•ur das TSP mit Dreiecksungleichung (d.h. die Kantengewichte erf•ullen die
Dreiecksungleichung) existiert ein Approximationsalgorithmus A mit R A � 2
f•ur alle Instanzen I .
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PSfrag replacements

a

b

c

d

x y z

(a; x) (a; y) (a; z)

(b;x)

(b;y)

(b;z)

(c;x)(c;y)(c;z)

(d;x)

(d;y)

(d;z)

Abbildung 4.9: Graphen G1, G2 und G1[G2] (von links nach rechts)
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(a) MST eines Graphen (b) Tiefensuch-Tour durch den MST

(c) TSP-Tour als abgek•urzte Tiefensuch-Tour

Abbildung 4.10: Konstruktion einer TSP-Tour mit Hilfe einesMST

Bew eis: Sei G = (V; E) ein vollst•andiger Graph, und c : E ! Z+ eine Ge-
wichtsfunktion auf den Kanten, die die Dreiecksungleichung erf•ullt. Betrachte
folgendenAlgorithm us:

1. Berechne einen Minim um Spanning Tree (M ST) von G.

2. W•ahle einen beliebigen Knoten w als Wurzel und durchlaufe den Baum
in einer Tiefensuche; dies liefert eine Tour T mit Start- und Endpunkt w,
die jede Kante zweimal durchl•auft.

3. Konstruiere ausT eineTour T
0

indem bereits besuchte Knoten •ubersprun-
gen werden und die Tour beim n•achsten unbesuchten Knoten fortgesetzt
wird.

Abbildung 4.10 zeigt die FunktionsweisedesAlgorithm us.

Das •Uberspringender bereits besuchten Knoten kann als
"
Abk •urzen\ interpre-

tiert werden, wobei die Dreiecksungleichung gew•ahrleistet, dassT
0

k•urzer oder
gleich lang ist wie T . Es gilt also: c(T

0
) � c(T ) = 2 � c(M ST) (wobei c(T) (bzw.

c(M ST)) die Summeder Kantengewichte in T (bzw. im M ST) bezeichnet).

Da eine TSP-Tour als ein aufspannenderBaum plus eine zus•atzliche Kante
betrachtet werden kann, gilt: c(M ST) � c(OPT ).

Insgesamt erh•alt man also:

c(T
0
) � c(T ) = 2 � c(M ST) � 2 � c(OPT) , also R A =

c(T
0
)

c(OPT)
� 2:

�
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4.7.3 Appro ximationssc hemata

Kann esf•ur N P{schwereOptimierungsprobleme noch bessereApproximierbar-
keitsresultate geben als Approximationsalgorithmen mit relativer G•utegarantie
K , wobei K konstant ist?

4.44 Def inition
Ein (polynomiales) Appro ximationssc hema (PAS ) f•ur ein Optimierungs-
problem � ist eine Familie von Algorithmen fA " j " > 0g, so dass A " ein " {
approximierender Algorithm us ist (d.h. R A " � 1 + " ) f•ur alle " > 0. Dabei
bedeutet polynomial wie •ublich polynomial in der Gr•o�e desInputs I .

Ein Approximationsschema fA " j " > 0g hei�t vollp olynomial (FPAS ) falls
seineLaufzeit zudem polynomial in 1

" ist.

4.45 Satz
Sei � ein N P{schweresOptimierungsproblem mit:

1. OPT(I ) 2 N f•ur alle I 2 D � , und

2. esexistiert ein Polynom q mit OPT(I ) < q(hI i ) f•ur alle I 2 D � wobei hI i
die Inputl •angevon I ist.

Falls P 6= N P, so gibt eskein FPAS f A " j " > 0g f•ur � .

Bew eis: Sei f A " j " > 0g ein FPAS f•ur � und o.B.d.A. sei � ein Maximierungs-
problem.

F•ur I 2 D � ist A " 0 mit "0 = 1
q(hI i ) polynomial in hI i und in 1

" 0
= q(hI i ), also

insgesamt polynomial in hI i . Dann gilt:

OPT(I ) � (1 + " 0)A " 0 (I ) und

OPT(I ) < q(hI i ) =
1
"0

Also gilt
OPT(I ) � A " 0 (I ) � " 0 � A " 0 (I ) � " 0 � OPT(I ) < 1

Da OPT(I ) 2 N, ist also OPT(I ) = A " 0 (I ), im Widerspruch zu P 6= N P. �

Ein FPAS f•ur ein N P {v ollst •andiges Problem (KNAPSA CK)

Problem KNAPSA CK

Gegeben: Eine Mengevon
"
Teilen\ M = f 1; : : : ; ng, Kosten c1; : : : ; cn 2 N und

Gewichten w1; : : : ; wn 2 N sowie ein Gesamtgewicht W 2 N.

Frage: Gib eine TeilmengeM 0 von M an, so dass
X

i 2 M 0

wi � W und
X

i 2 M 0

ci maximal ist.
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Bezeichne

cw
i := max

M 0�f 1;::: ;i g

8
<

:

X

j 2 M 0

ci

�
�
�
�
�
�

X

j 2 M 0

wj = w

9
=

;

f•ur r 2 N und sei M w
i die TeilmengeM

0
, die das Maximum f•ur cw

i liefert. Dann
erhalten wir folgendenAlgorithm us zur Bestimmung einer maximalen Bef•ullung
desKnapsacks (sieheauch 4.35).

1. Initialisierung:
f•ur 1 � i � n setzec0

i := 0 und M 0
i := ; ;

f•ur 1 � w � W; w 6= w1; setzecw
1 := 0 und M w

1 := ; ;
f•ur w = w1 setzecw

1 := c1 und M w
1 := f 1g.

2. f•ur 1 � i < n und 1 � w � W berechne

cw
i +1 =

8
<

:

cw
i falls wi +1 > w oder

(wi +1 < w und M w� w i +1
i = ; )

maxf cw
i ; cw� w i +1

i + ci +1 g sonst

M w
i +1 =

�
M w

i falls cw
i +1 = cw

i

M w� w i +1
i [ f i + 1g sonst

3. gib
c := max

1� w � W
f cw

n g

und die zugeh•orige MengeM w
n aus.

Die Laufzeit diesesAlgorithm us A ist in O(n � W ) und die L•osung ist optimal.
Diesist alsoein pseudopolynomialer optimaler Algorithm usf•ur dasKNAPSA CK-
Problem.

Betrachte nun das
"
skalierte\ Problem � k zu konstantem k mit c0

i :=
� ci

k

�
f•ur

alle i 2 M . Dann liefert Algorithm us A f•ur jedesI k 2 � k eine Menge M 0 � M
mit

P
i 2 M 0 c0

i = OPT(I k ). Setze nun cmax := maxi 2 M ci . Zu " > 0 sei A "

Algorithm us A angewendet auf I k , wobei

k :=
cmax�

1
" + 1

�
� n

4.46 Satz
R A " (I ) � 1+ " f•ur alle I 2 D � und die Laufzeit von A " ist in O(n3 � 1

" ) f•ur alle
" > 0, d.h. f A " j " > 0g ist ein FPAS f•ur KNAPSA CK.

Bew eis: Die Laufzeit von A " ist in O(n �
P n

i =1 c0
i ) und

nX

i =1

c0
i <

nX

i =1

ci

k
� n �

cmax

k
=

�
1
"

+ 1
�

n2:

Also ist die Laufzeit von A " in O(n3 � 1
" ) f•ur alle " > 0.

F•ur die Absch•atzung von R A " betrachte M 0 mit OPT(I ) =
P

i 2 M 0 ci . Dann
gilt also

OPT(I k ) �
X

i 2 M 0

j ci

k

k
�

X

i 2 M 0

� ci

k
� 1

�
:
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Also ist
OPT( I ) � k � OPT(I k ) � k � n:

Da 1
k A " (I ) � OPT(I k ) ist, folgt

OPT(I ) � A " (I ) � k � n

und wegenOPT(I ) � cmax (wir setzenwieder o.B.d.A. W � wi f•ur alle i 2 M
voraus) folgt

R A " (I ) =
OPT( I )
A " (I )

�
A " (I ) + kn

A " (I )
= 1 +

kn
A " (I )

� 1 +
kn

OPT(I ) � kn

� 1 +
kn

cmax � kn
= 1 +

1
1
" + 1 � 1

= 1 + "

�

Die hier benutzte Technik mit Hilfe einespseudopolynomialen Algorithm us zu
einem FPAS zu gelangen,kann auch bei anderen Optimierungsproblemen an-
gewendet werden. F•ur ein bestimmte Klassevon Optimierungsproblemen kann
sogardie umgekehrte Richtung gezeigtwerden:

4.47 Satz
Sei � ein Optimierungsproblem f•ur das gilt:

1. OPT(I ) 2 N f•ur alle I 2 D �

2. esexistiert ein Polynom q mit OPT(I ) � q(hI i + max#( I )) (max #( I ) ist
die gr•o�te in I vorkommendeZahl)

Falls � ein FPAS hat, so hat eseinen pseudopolynomialen optimalen Algorith-
mus.

Bew eis: •Ahnlich wie im Beweis zu Satz 4.46. �



88 KAPITEL 4. KOMPLEXIT •ATSKLASSEN



Kapitel 5

Grammatik en und die
Chomsky-Hierarc hie

Wir wollen Regelsystemeentwerfen, mit denen sich die W•orter einer vorge-
gebenen Sprache erzeugenlassen.Derartige Systeme werden Grammatik en
genannt.

Beispiel :
Die Sprache aller Graphen G = (V; E), die eineClique der Gr•o�e jV j

2 enthalten,
lassensich aufbauen durch:

1. Wahl der Zahl n f•ur jV j

2. Wahl einer Teilmengeder Gr•o�e jV j
2

3. Zugabe aller Kanten zwischen Knoten aus dieserTeilmenge

4. Zugabe weiterer Kanten

DiesesRegelsystemist an drei Stellen nichtdeterministisch: 1, 2 und 4. �

Beispiel :
Arithmetisc he Ausdr•ucke

� a, a + a und a � a sind arithmetische Ausdr•ucke (a Symbol aus Alphabet).

� falls A1 und A2 arithmetische Ausdr•ucke sind, so sind auch (A1) + (A2)
und (A1) � (A2) arithmetische Ausdr•ucke.

Die Klammern sind teilweise•uber
 •ussig. �

5.1 Def inition
Eine Grammatik G besteht aus vier Komponenten:

� einem endlichen Alphab et � (auch Terminalalphabet genannt);

89
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� einer endlichen Menge V mit V \ � = ; von Variablen (auch Nichtter-
minale genannt);

� dem Startsym bol S 2 V ;

� einer endlichen Mengevon Ableitungsregeln R (auch Produktionen ge-
nannt). Dabei ist eine Ableitungsregel ein Paar (`; r ), wobei ` 2 (V [ �) +

und r 2 (V [ �) � ist. Wir schreiben oft auch ` ! r .

Bedeutung: Wenn in einem Wort z das Wort ` Teilwort von z ist, so darf `
durch r in z ersetzt werden.

Notation: Wir schreiben w ! z, wenn w durch Anwendungeiner Ableitungs-
regel in z verwandelt wird, und w �! z, wenn w durch eine Anwen-
dung von mehrerenAbleitungsregeln in z verwandelt wird.

Die von einerGrammatik G erzeugte Sprac he L(G) ist die Mengealler W•orter
z 2 � � , f•ur die S �! z gilt.

Beispiel :
Grammatik f•ur die Mengealler arithmetischen Ausdr•ucke •uber a.

� = f (; ); a; + ; �g

V = f Sg

R : S ! (S) + (S) S ! (S) � (S)

S ! a S ! a + a S ! a � a

�

Man interessiert sich nun f•ur ein w 2 � � und eine Grammatik G, ob
w 2 L(G) ist. Eine Anwendung ist zum Beispiel die Frage, ob eine Zeichenket-
te w bez•uglich einer gegebenen Syntax einer Programmiersprache syntaktisch
richtig ist.

5.2 Def inition (Chomsky-Hierarc hie)
1. Grammatiken ohne weitere Einschr•ankungen hei�en Grammatiken vom

T yp 0.

2. Grammatiken, bei denenalle Ableitungsregeln die Form

� u ! v mit u 2 V + ; v 2 ((V [ �) nf Sg)+ und juj � jvj, oder

� S ! "

haben, hei�en kontextsensitiv oder Grammatiken vom T yp 1.

3. Grammatiken, bei denenalle Ableitungsregeln die Form

A ! v mit A 2 V und v 2 (V [ �) �

haben, hei�en kontextfrei oder Grammatiken vom T yp 2.
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4. Grammatiken, bei denenalle Ableitungsregeln die Form

A ! v mit A 2 V und v = " oder v = aB mit a 2 � ; B 2 V

haben, hei�en rechtslinear oder Grammatiken vom T yp 3.

Bemerkung :
Bei kontextsensitiven Grammatiken kann die Ableitung AB C ! AX YC er-
laubt, aber DB C ! DX YC verboten sein.

5.1 Chomsky{0{Grammatik en und rekursiv
aufz•ahlbare Sprachen

5.3 Satz
Falls L rekursiv aufz•ahlbar (semi-entscheidbar) ist, so gibt eseine Chomsky{0{
Grammatik mit L (G) = L .

Bew eis: Da L rekursiv aufz•ahlbar ist, gibt es eine deterministische Turing-
Maschine M , die genaudie W•orter w 2 L akzeptiert.

O.B.d.A. habe M genau einen akzeptierenden Endzustand qJ , und wenn qJ

erreicht wird, stehenauf dem Band nur Blanks. Au�erdem soll M zun•achst das
Zeichen # hinter die Eingabe schreiben, und keine Position des Bandes rechts
von # benutzen.

Dann k•onnen wir als neue Anfangskon�guration (q0)w1 : : : wn # annehmen, in
der alsoder Kopf am Anfang desWortes w1 : : : wn # steht. q0 kommenur in der
Anfangskon�guration vor. Die Grammatik G soll nun die Berechnung aus der
akzeptierendenKon�guration (qJ ) zu allen Anfangskon�gurationen r•uckw•arts
erzeugenk•onnen, wenn die Turing-Maschine aus der Anfangskon�guration zu
dem akzeptierendenZustand gelangt. Die Grammatik vollzieht dazu alle m•ogli-
chen Kon�gurationen von M nach.

Beschreibung der Grammatik G:

1. Erzeugungder akzeptierendenSchlusskon�guration:

S ! qJ ; qJ ! t qJ ; qJ ! qJ t

2. R•uckw•artsrechnung

Falls � (q; a) = (q0; a0; R), dann enth•alt G die Ableitungsregel

a0q0 ! qa

Falls � (q; a) = (q0; a0; L ), dann enth•alt G die Ableitungsregel

q0ba0 ! bqa f•ur alle b 2 �

Falls � (q; a) = (q0; a0; N ), dann enth•alt G die Ableitungsregel

q0a0 ! qa
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3. Schlussregeln

Um aus t t : : : t q0w1 : : : wn # zu w1 : : : wn zu kommen, reichen die Ab-
leitungsregeln

t q0 ! q0; q0a ! aq0; q0# ! "

Alle W•orter w 2 L k•onnen durch G erzeugt werden, indem die Berechnung von
M r•uckw•arts durchlaufen wird. Umgekehrt kann G nur Berechnungen von M
r•uckw•arts erzeugen.Daher ist L (G) = L . �

5.4 Satz
Die von Typ{0{Grammatik en G erzeugtenSprachen sind rekursiv aufz•ahlbar.

Bew eis: Wir gebenzun•achst zu L (G) einenichtdeterministischeTuring-Maschine
an, die L (G) akzeptiert.

Die Maschine schreibt zun•achst S auf das Band, w•ahlt dann eine beliebigean-
wendbareAbleitungsregel aus und vergleicht das erzeugteWort mit der Einga-
be w. Bei Gleichheit wird w akzeptiert, ansonsteneine weitere Ableitungsregel
gew•ahlt usw. Falls w 2 L(G), so gibt eseine akzeptierendeBerechnung.

Gem•a� •Ubungsaufgabe7 (Blatt 7) kann nun einedeterministischeTuring-Maschine
konstruiert werden, die dasselbe leistet. Es werden einfach nacheinander alle
nicht-deterministischen Berechnungen simuliert. �

Das hei�t die Klasseder rekursiv aufz•ahlbaren Sprachen ist genau:

1. die Klasseder von deterministischenTuring-Maschinen akzeptierten Spra-
chen;

2. die Klasseder von nichtdeterministischen Turing-Maschinen akzeptierten
Sprachen;

3. die Klasseder von Typ{0{Grammatik en erzeugtenSprachen;

Wir haben bewiesen,dassdie Typ{0{Grammatik en genaudie rekursiv aufz•ahl-
baren Sprachen erzeugen.Als Grundlage f•ur Programmiersprachen sind die
Typ{0{Grammatik enalsosicherlich zu allgemein.DasWortproblem ist f•ur Typ{
0{Grammatik eninsbesonderegeradedie universelleSpracheL u (sieheDe�nition
3.13, L := f wv j v 2 L (Tw )g), und die ist unentscheidbar.

5.2 Chomsky{3{Grammatik en und
regul •are Sprachen

5.5 Satz
Die Klasse der von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen ist genau die
Klasseder von Chomsky{3{Grammatik en erzeugtenSprachen.

Bew eis: Zu zeigenist:

) : Zu einer Sprache L , die von einem endlichen Automaten akzeptiert wird,
gibt eseine rechtslineare Grammatik, die L erzeugt.
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( : Zu einer rechtslinearen Grammatik G gibt es einen endlichen Automaten,
der geradedie Sprache L(G) akzeptiert.

Zur Erinnerung: rechtslinear bedeutet, dass alle Regeln die Form A ! v mit
A 2 V und v = " oder v = aB mit a 2 � und B 2 V haben.

) : Sei A L ein deterministischer endlicher Automat, der die Sprache L � � �

akzeptiert, A L = (Q; � ; � ; q0; F ). GL sei de�niert durch:

� V := Q;

� S := q0;

� R enth•alt die Regel q ! " f•ur alle q 2 F und die Regel q ! aq0, falls
� (q; a) = q0.

F•ur w = w1 : : : wn 2 L durchl•auft A L genaudie Zust•ande q0; q1 : : : ; qn 2 Q
mit qn 2 F . Dann gilt:

q0 ! w1q1 ! w1w2q2 ! : : : ! wqn ! w

Au�erdem gibt esf•ur alle Ableitungen von GL eineentsprechendeakzeptie-
rende Berechnung desendlichen Automatens A L .

( : Zu L sei die Chomsky{3{Grammatik GL gegeben. Wir entwerfen einen
nichtdeterministischen endlichen Automaten A L := (Q; � ; � ; q0; F ), der L
akzeptiert. Setze:

� Q := V ;

� q0 := S;

� F := f A 2 V j (A ! " ) 2 Rg

� � (A; a) := f B j (A ! aB) 2 Rg:

F•ur w = w1 : : : wn 2 L hat die Ableitung von w mittels GL das Aussehen:

S ! w1A1 ! w1w2A2 ! : : : ! wAn ! w

Der nichtdeterministische endliche Automat A L kann dann bei der Eingabe
von w = w1 : : : wn folgendeAbarbeitung durchlaufen:

S
w1� ! A1

w2� ! A2
w3� ! : : :

wn � 1� ! An � 1
wn� ! An ;

wobei An 2 F , also w akzeptiert wird.

Au�erdem gibt es f•ur alle akzeptierendenBerechnungen von A L eine ent-
sprechendeAbleitung in GL . 2
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Zu den Aufgaben einesCompilers geh•ort es, die syntaktische Korrektheit von
Programmen zu •uberpr•ufen. Dazu geh•ort unter anderem die •Uberpr•ufung von
Klammerstrukturen auf Korr ektheit, alsoinsbesondere,ob die Anzahl von Klam-
mer•o�n ungengleich der Anzahl der Klammerschlie�ungen ist. Wir wissen,dass
die Sprache der korrekten Klammerausdr•ucke nicht regul•ar ist. Typ{3{Gram-
matiken sind also zu einschr•ankend, um syntaktisch korrekte Programme zu
beschreiben.

5.3 Chomsky{1{Grammatik en bzw.
kontextsensitiv e Sprachen

Die Klasseder Typ-0-Grammatiken ist so gro�, dassdas Wortproblem, also die
Entscheidung, ob ein Wort w 2 L(G) zu G ist, nicht entscheidbar ist. Ande-
rerseits lassensich mit Typ-3-Grammatiken keine sinnvollen Programmierspra-
chen beschreiben. Kontextsensitive und kontextfreie Grammatiken liegen zwi-
schen diesenbeiden.Wir werdensehen,dassf•ur gewissekontextsensitive Gram-
matiken das Wortproblem N P{v ollst•andig ist. Damit w•aren kontextsensitive
Grammatiken ebenfalls zu allgemein,um als Basis f•ur Programmiersprachenzu
gelten.

Man kann beweisen,dassdie Klasse der kontextsensitiven Sprachen genau die
Klasse der Sprachen ist, die von einer nichtdeterministischen Turing-Maschine
mit einem Speicherbedarfs, der

"
im wesentlichen\ nicht die L•angeder Eingabe

•uberschreitet, erkannt werden. F•ur die Betrachtung desSpeicherplatzbedarf ei-
ner Turing-Maschine tre�en wir die Vereinbarung, dassdie Eingabe auf einem
Read-only Eingabebandsteht, dessenZellen beim Platzbedarf nicht ber•ucksich-
tigt werden. Der erste und der letzte Buchstabe der Eingabe sind markiert, so
dass der Kopf des Eingabebandesdie Eingabe nicht verlassenmuss. F•ur den
Speicherplatzbedarf z•ahlen dann nur die Pl•atze eineszweiten Bandes,desAr-
beitsbandes , die benutzt werden.

5.6 Def inition
DT AP E(s(n)) und N T AP E(s(n)) sind die Klassender Sprachen, die von einer
deterministischenbeziehungsweiseeinernichtdeterministischenTuring-Maschine
mit Platzbedarf s(n) (bei Eingabel•angen) akzeptiert werden k•onnen.

Nat•urlich ist DT AP E(s(n)) � N T AP E(s(n)). Es gilt au�erdem

N T AP E(n) = N T AP E(f (n)) f•ur alle f (n) 2 � (n)

(einfache Konstruktion).

5.7 Satz
Die Klasse der von Chomsky{1{Grammatik en erzeugtenSprachen stimmt mit
der KlasseN T AP E(n) •uberein.

Bew eis: (ohne Beweis) �
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Es ist •ubrigens o�en, ob N T AP E(n) = DT AP E(n) ist. Sind nun Sprachen aus
N T AP E(n) alsGrundlage f•ur denEntwurf von Programmiersprachengeeignet?
Immerhin erscheint

"
linearer Platzbedarf\ nicht

"
abschreckend\ . Die Frage ist,

wie gro� die Zeitkomplexit•at desWortproblems f•ur einekontextsensitiveSprache
sein kann.

5.8 Satz
Das Cliquen-Problem geh•ort zu DT AP E(n).

Bew eis: Gegeben sei G = (V; E) mit V = f 1; : : : ; ng und 1 � K � n. Auf
linearem Platz kann ein beliebiger n-Vektor c •uber f 0; 1g dargestellt werden,
wobei c 2 f 0; 1gn mit der Menge C � V wie folgt korrespondiert:

ci = 1 ( ) i 2 C

Nun kann mit linearem Speicherplatz f•ur jeden Vektor c 2 f 0; 1gn getestet
werden, ob die zugeh•orige Menge C � V eine Clique der Gr•o�e K in G ist.
Dazu muss nur die Anzahl der Einsen in c gez•ahlt werden, und f•ur jedesPaar
ci ; cj mit ci = cj = 1 in der Eingabe nachgesehenwerden, ob f i; j g 2 E.

Alle Vektoren c 2 f 0; 1gn k•onnen nacheinander, beginnend mit (0; 0; : : : ; 0),
durchgetestet werden, wobei:

� nach einem
"
positiven\ Test (G; K ) akzeptiert wird;

� nach einem
"
negativen\ Test der Vektor durch seinenlexikalischen Nach-

folger •uberschrieben wird.

Dazu wird insgesamt nur linearer Speicherplatz ben•otigt. �

Falls P 6= N P, kann also das Wortproblem f•ur kontextsensitive Grammatiken
im allgemeinennicht in polynomialer Zeit entschieden werden.

F•ur das Arb eiten mit Chomsky{1{Grammatik en ist folgendeEigenschaft inter-
essant: Chomsky{1{Grammatik en k•onnen

"
normalisiert\ werden, d.h. f•ur jede

Chomsky{1{Grammatik gibt es eine •aquivalente Chomsky{1{Grammatik, bei
der alle Regeln folgendeForm haben:

� A ! C

� A ! CD

� AB ! CD

� A ! a

� S ! "

wobei jeweils A; B 2 V , C; D 2 Vnf Sg und a 2 �.
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5.4 Chomsky{2{Grammatik en bzw.
kontextfreie Sprachen und Syntaxb •aume

Es bleibt die Frage ist, ob die kontextfreien Sprachen f•ur den Entwurf von
Programmiersprachen geeignet sind. Wir geben zun•achst Chomsky{2{Gram-
matiken f•ur einige Sprachen an, von denen wir wissen, dass sie nicht regul•ar
sind.

Notation
Statt Regeln

S ! � und S ! �

schreiben wir abk•urzend
S ! � j �

Beispiel :
L = f 0n 1n j n � 1g wird erzeugt durch die Grammatik: V = f Sg, � = f 0; 1g
und R besteht aus:

S ! 01j 0S1

�

Beispiel :
L =

�
w 2 f 0; 1g� j w = wR

	
ist die Sprache der Palindrome •uber f 0; 1g. Es gilt:

1. 0; 1; " sind Palindrome

2. falls w Palindrom, so auch 0w0 und 1w1

3. alle Palindrome lassensich durch endliche viele Anwendungen von (1.)
und (2.) erzeugen

Zugeh•orige kontextfreie Grammatik: V = f Sg, � = f 0; 1g und R enth •alt die
Regeln:

S ! " j 0 j 1

S ! 0S0 j 1S1

�

Beispiel :
L sei die Sprache aller w 2 f 0; 1g+ bei denendie Anzahl der Nullen gleich der
Anzahl der Einsen ist. Bei der Erzeugung dieser Sprache muss jedesmal,wenn
eine 0 bzw. eine 1 erzeugt wird, gespeichert werden, dass irgendwann eine 1
bzw. eine 0 erzeugt werden muss. SetzeV := f S;A; B g, � = f 0; 1g und

R := f S ! 0B j 1A; A ! 0 j 0S j 1AA; B ! 1 j 1S j 0B B g

D.h. ausA kann
"
eineEins ausgeglichen\ werden,oder eswird eineEins erzeugt

und esm•ussendann zwei Einsenausgeglichenwerden.Bei B gilt diesanalogf•ur
die Nullen. Aus S kann eine 0 oder eine 1 erzeugt werden. Wenn eine 0 erzeugt
wurde, mussdiesemittels B ausgeglichen werden, analog f•ur Einsen mittels A.

Durch Induktion •uber die L•ange der durch G erzeugtenW•orter l•asst sich be-
weisen,dassL = L(G). �
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Graphisc he Ableitung

Kontextfreie Grammatiken bestehenaus Regeln, deren linke Seite genau eine
Variable aus V ist. Ihre Ableitungen lassensich sehr gut als Syntaxb •aume
darstellen.

An der Wurzel einessolchen Syntaxbaumessteht das Startsymbol. Jeder innere
Knoten enth•alt eineVariable. Die Bl•atter sind Symbole aus� oder " . Wenn also
ein innerer Knoten A als Nachfolger von links nach rechts � 1; : : : ; � r 2 V [ �
hat, so mussA ! � 1 : : : � r eine Ableitungsregel der Grammatik sein.

Beispiel :
Zur Sprache aller W•orter, die gleich viele Einsen wie Nullen enthalten, gibt es
die Ableitung:

S ! 1A ! 11AA ! 11A0 ! 110S0 ! 1100B 0 ! 110010

Der zugeh•orige Syntaxbaum ist in Abbildung 5.1(a) dargestellt.
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Abbildung 5.1: Syntaxb•aume f•ur Ableitungen desWortes 110010

Zu jeder Ableitung geh•ort genau ein Syntaxbaum; zu jedem Syntaxbaum ge-
h•oren jedoch verschiedeneAbleitungen desgleichen Wortes. Hier auch:

S ! 1A ! 11AA ! 110SA ! 1100B A ! 11001A ! 110010

�

Wegen der Kontextfreiheit ist die Reihenfolge, in der abgeleitet wird, f•ur das
Ergebnis unerheblich. Eine Linksableitung (Rechtsableitung ) ist eine Ab-
leitung, bei der in jedemSchritt die linkeste(rechteste) Variable abgeleitet wird.

5.9 Def inition
Eine kontextfreie Grammatik G hei�t eindeutig , wenn es f•ur jedes Wort
w 2 L(G) genau einen Syntaxbaum gibt. Eine kontextfreie Sprache L hei�t
eindeutig , wenn es eine eindeutige Grammatik G mit L (G) = L gibt. Anson-
sten hei�t L inh •aren t mehrdeutig .
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Die Grammatiken f•ur f 0n 1n j n � 1g beziehungsweise
�

w 2 f 0; 1g� j w = wR
	

sind eindeutig. Die Grammatik f•ur die Sprache der W•orter mit gleichvielen Nul-
len wie Einsen ist nicht eindeutig. Zu 110010gibt eseinenweiteren Syntaxbaum
(sieheAbbildung 5.1(b))

Um zu entscheiden, ob nun eine Grammatik G die Sprache L(G) mit w 2 L(G)
erzeugt, ist essehr hilfreich, wenn die Grammatiken in

"
Normalform\ sind.

5.10 Def inition
Eine kontextfreie Grammatik ist in Chomsky{Normalform , wennalle Regeln
von der Form:

A ! B C oder A ! a

sind, mit A; B ; C 2 V und a 2 � . Grammatiken in Chomsky{Normalform
k•onnenalso nicht dasWort " erzeugen.F•ur kontextfreie Sprachen, die " enthal-
ten, l•a�t sich eine Grammatik leicht

"
erg•anzen\ durch die Regeln

S0 ! " und S0 ! S

wobei S0 ein neuesStartsymbol zur Erzeugungvon " ist.

5.11 Satz
Jede kontextfreie Grammatik, die nicht das leere Wort erzeugt, kann in eine
Grammatik in Chomsky{Normalform •uberf•uhrt werden.

Bew eis: Wir geben eine
"
Schritt{f •ur{Schritt \ { •Uberf•uhrung der Regeln in Re-

geln in Normalform an.

1. Schritt : Alle Regeln enthalten auf der rechten Seite nur Symbole aus V
oder nur ein Symbol aus �.

Ersetzedazu in allen rechten Seitenvon RegelnSymbole aus a 2 � durch
neueVariablen Ya und f•uge die RegelnYa ! a hinzu.

2. Schritt : Alle rechten Seiten haben L•ange� 2.

Sei A ! B1 : : : Bm Regel mit m > 2. F•uhre m � 2 neue Variablen
C1; : : : ; Cm � 2 ein, und ersetzedie Regeldurch neueRegeln

A ! B1C1

Ci ! B i +1 Ci +1 f•ur 1 � i � m � 3

Cm � 2 ! Bm � 1Bm

3. Schritt : Es kommen keine RegelnA ! " vor.

Zun•achst berechnen wir die Menge V 0 aller Variablen A f•ur die A �! "
existiert: Es werden erst alle A mit A ! " aufgenommen.Dann wird
gepr•uft, ob neue Regeln B ! " entstehen, wenn man A in allen Regeln
auf der rechten Seite A durch " ersetzt. Ist dies der Fall, so werden die
entsprechendenVariablen B in V 0 aufgenommenund genausobehandelt.
(Das Ersetzen von A durch " wird nicht wirklic h durchgef•uhrt, sondern
nur

"
testweise\ , um herauszu�nden, ob dabei neue � -Regeln entstehen).

Am Ende enth•alt V 0 alle Variablen A mit A �! " . Nun werden alle Regeln
A ! " gestrichen und f•ur A ! B C wird die zus•atzliche RegelA ! B falls
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C 2 V 0 beziehungsweisedie Regel A ! C falls B 2 V 0 eingef•uhrt. (Die
RegelA ! B C wird nicht gestrichen).

Es l•a�t sich leicht zeigen,dassdadurch keineneuenW•orter erzeugtwerden
k•onnen beziehungsweisealle W•orter, die vorher erzeugt werden konnten,
immer noch erzeugt werden k•onnen.

4. Schritt : Ersetzung aller Kettenregeln A ! B .

Wir k•onnen zun•achst alle Kettenregeln weiterverfolgen bis sich ein Kreis
bildet. (DFS) D.h.:

A1 ! A2 ! A3 ! : : : ! A r ! A1

Dann ersetzenwir alle A2; : : : ; A r in den Regelndurch A1 und entfernen
die RegelA1 ! A1. Danach sortierenwir die verbleibendenA i topologisch,
sodassdie Kettenregeln A i ! A j nur existieren, falls i < j . Wir haben nun
als Variablen A1; : : : ; Am . Diesewerden in der ReihenfolgeAm ; : : : ; A1

abgearbeitet, und wenn eine Kettenregel Ak ! A ` existiert, f•ur die A ` !
� ein Regel ist, so wird sie durch Ak ! � ersetzt, f•ur � 2 (V [ �) + .

�

Der Co cke{Y ounger{Kasami Algorithm us f •ur das W ortproblem bei
kontextfreien Sprac hen (1967)

5.12 Satz
Es gibt einen Algorithm us (den Cocke{Younger{Kasami Algorithm us), der f•ur
eine kontextfreie Grammatik G in Chomsky{Normalform und ein Wort w 2 � �

in Zeit O(jRj � n3) entscheidet, ob w 2 L(G), wobei n = jwj und jRj die Anzahl
der Regelnvon G ist.

Bew eis: Sei w = w1 : : : wn . F•ur alle 1 � i � j � n soll die Menge Vij �
V berechnet werden, so dass gilt: A �! wi : : : wj impliziert A 2 Vij . Dann
ist w 2 L(G) genau dann, wenn S 2 V1n ist. Die Tabelle der Vij wird nach
wachsendem` := j � i aufgebaut, beginnend mit ` = 0. F•ur j � i = ` > 0
wird die Berechnung von Vij systematisch auf zuvor berechnete Vik , Vk+1 j mit
i � k < j zur•uckgef•uhrt (! dynamische Programmierung).

f •ur ` = 0 : Konstruiere die Mengen Vii , d.h. alle A 2 V mit A �! wi . Da G
in Chomsky{Normalform ist, gilt A �! wi nur, wenn (A ! wi ) 2 R. Die
Berechnung von Vii ist f•ur alle i 2 f 1; : : : ng in O(jRj) m•oglich.

f •ur ` > 0 : Konstruiere die Mengen Vij , d.h. alle A 2 V mit A �! wi : : : wj .
Da j � i = ` > 0 ist, mussjedeAbleitung von wi : : : wj ausA mit einer Re-
gel der Form A ! B C beginnen,wobei ein k 2 f i; : : : ; j � 1g existiert mit
B �! wi : : : wk und C �! wk+1 : : : wj . Vij l•a�t sich nun aus den zu-
vor bestimmten Mengen Vik ; Vk+1 j f•ur k 2 f i; : : : ; j � 1g mit Aufwand
O(n � jRj) wie folgt berechnen:

Speichere alle Mengen Vr s als Arrays der L•ange jV j, in denen f•ur jedes
A 2 V markiert ist, ob A 2 Vr s. Zur Berechnung von Vij f•ur festes
1 � i < j � n wird f•ur jede Regel (A ! B C) 2 R und jedesk, i � k < j
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in O(1) •uberpr•uft, ob B �! wi : : : wk und C �! wk+1 : : : wj durch Ansehen
der Stelle B im Array zu Vik und C im Array zu Vk+1 j .

Da insgesamt weniger als n2 Mengen Vij konstruiert werden m•ussen,ist
der Gesamtaufwand desVerfahrensin O(jRj � n3). 2

Das Pumping-Lemma und Ogden's Lemma f•ur kontextfreie Sprac hen

•Ahnlich zum Pumping{Lemma f•ur regul•areSprachengibt esauch ein Pumping{
Lemma f•ur kontextfreie Sprachen, daseserm•oglicht, f•ur gewisseSprachen nach-
zuweisen,dasssie nicht kontextfrei sind.

5.13 Satz (Pumping{Lemma)
F•ur jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante n 2 N, so dass sich
jedesWort z 2 L mit jzj � n so als z = uvwxy schreiben l•asst, dassjvxj � 1,
jvwxj � n und f•ur alle i � 0 das Wort uv i wx i y 2 L ist.

DiesesLemma l•asst sich noch verallgemeinern.

5.14 Satz (Ogden's Lemma)
F•ur jede kontextfreie Sprache L gibt eseine Konstante n 2 N, so dassf•ur jedes
Wort z 2 L mit jzj � n gilt: Wenn wir in z mindestensn Buchstaben markieren,
sol•asstsich z soals z = uvwxy schreiben,dassvon denmindestensn markierten
Buchstaben mindestenseiner zu vx geh•ort und h•ochstensn zu vwx geh•oren und
f•ur alle i � 0 das Wort uv i wx i y 2 L ist.

Bew eis: Sei L kontextfreie Sprache und G Grammatik zu L mit Variablen-
mengeV in Chomsky-Normalform, d.h. alle Regeln haben die Form A ! B C
oder A ! a. Setzen := 2jV j+1 . W•ahle beliebigesWort z 2 L mit jzj � n und
betrachte einen Syntaxbaum zu z. Der Syntaxbaum hat jzj Bl •atter und wegen
der Chomsky-Normalform ist er

"
im wesentlichen\ bin•ar, d.h. alle inneren Kno-

ten au�er den Vorg•angern der Bl•atter haben Grad 2, ansonstenGrad 1. Seien
mindestensn Bl•atter markiert. Durchlaufe einen Weg von der Wurzel zu einem
Blatt, wobei stets der Nachfolger gew•ahlt wird, auf dessenSeitedie gr•o�ere An-
zahl markierter Bl•atter liegt. Nenne Knoten auf dem Weg, f•ur die rechter und
linker Unterbaum markierte Bl•atter hat, Verzw eigungsknoten .

Wegenn > 2jV j liegen auf dem Weg mindestens jV j + 1 Verzweigungsknoten
und von den letzten jV j + 1 Verzweigungsknotenentsprechen mindestenszwei
Knoten v1; v2 derselben Variablen A (sieheAbbildung 5.2). Sei vwx Wort unter
Teilbaum mit Wurzel v1 und w Wort unter Teilbaum mit Wurzel v2. Damit sind
u und y eindeutig bestimmt. Es gilt nun:

� Da v1 Verzweigungsknoten ist, enth•alt vx mindestens einen markierten
Buchstaben.

� Da der Unterbaum von v1 inkl. v1 nur jV j+ 1 Verzweigungsknotenenth•alt,
gibt es in vwx h•ochstens2jV j+1 = n markierte Buchstaben.

� Zu G existieren die Ableitungen

S �! uAy ; A �! vAx; A �! w:
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u v w x y

v1

v2

Abbildung 5.2: Weg im Syntaxbaum mit zwei Verzweigungsknotenv1; v2, die
derselben Variablen entsprechen.

Daraus kann z abgeleitet werden durch

S �! uAy �! uvAxy �! uvwxy = z;

aber auch uvi wx i y f•ur jedesi � 1 durch

S �! uAy �! uvAxy �! uv2Ax 2y �! � � � ! uvi Ax i y ! iv i wx i y:

Also ist auch uvi wx i y 2 L f•ur i � 0.
�

Bemerkung :
Der Spezialfall von Odgen's Lemma, in dem alle Buchstaben von z markiert
sind, ist geradedas Pumping{Lemma.

5.15 Satz
Die Chomsky-Hierarchie ist echt, d.h. L 3 � L 2 � L 1 � L 0, wobei L i ; 0 � i � 3;
Klasseder durch Typ-i -Grammatiken erzeugtenSprachen.

Bew eis: Zu zeigenist:

(i) Es gibt eine kontextfreie Sprache, die nicht regul•ar ist.

(ii) Es gibt eine kontextsensitive Sprache, die nicht kontextfrei ist.

(iii) Es gibt eine semi-entscheidbare Sprache, die nicht kontextsensitiv ist.

Zu (i): L = f ai bi ji � 1g ist kontextfrei (sieheBeispiel nach Satz 2.15), aber nicht
regul•ar (sieheBeispiel am Anfang von Kap.5.4).

Zu (ii): L = f ai bi ci ji � 1g ist kontextsensitiv (siehe •Ubung 11, Aufgabe 2), da
L durch eine DTM mit Speicherbedarf n entschieden werden kann. L ist
aber nicht kontextfrei (siehe •Ubung 13, Aufgabe 6).

Zu (iii): Die universelleSpracheL u ist nicht kontextsensitiv, da L u nicht entscheid-
bar ist. Es gilt aber f•ur jede Sprache, die durch eine NTM mit linearem
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Speicher entschiedenwerdenkann, dasssiedurch eineDTM mit exponen-
tieller Laufzeit entschieden werden kann. Denn mit linearem Arb eitsband
k•onnennur exponentiell vieleverschiedeneKon�gurationen eintreten. Man
kann also mit exponentiellem Aufwand testen, ob f•ur eine feste Anfangs-
kon�guration eine akzeptierendeEndkon�guration erreicht werden kann.

�

5.16 Def inition
SeiG einekontextfreie Grammatik. Eine Variable A hei�t nutzlos , falls eskeine

Ableitung S �! w gibt, w 2 � � , in der A vorkommt.

5.17 Satz
F•ur eine kontextfreie Grammatik kann die Menge der nutzlosen Variablen (in
polynomialer Zeit) berechnet werden.

Bew eis: Wir berechnen die Mengeder nutzlosen Variablen in zwei Schritten.

Schritt 1 : Berechnung von V 0 � V mit A 2 V 0 genaudann wenn es w 2 � �

gibt mit A �! w.

F•uge zun•achst alle A 2 V mit A ! w f•ur ein w 2 � � in eine Queue
Q sowie in V 0 ein. Entferne der Reihe nach alle Elemente aus Q; f•ur A
aktuelles Element aus Q ersetzejede RegelB ! �A� mit �; � 2 (V [ �) �

durch die RegelnB ! �w � , wobei w 2 � � und A ! w Regel.Wenn dabei
eine Regelder Form B ! w0; w0 2 � � ; entsteht, f•uge B in Q und V 0 ein.
Das Verfahren endet, wenn Q leer ist. Per Induktion •uber die L•ange der
k•urzesten Ableitungsregel der Form A �! w kann f•ur A gezeigt werden,
dassA 2 V 0.
Falls S 62V 0, breche das Verfahren ab. G erzeugt dann die leereSprache
und alle Variablen sind nutzlos.

Schritt 2 : Berechnung von V 00� V 0 aller A 2 V 0, f•ur die es �; � 2 (V 0 [ �) �

gibt, sodasseine Ableitung S �! �A� existiert, oder A = S.

F•uge zu allen Regeln S ! �A� mit �; � 2 (V 0 [ �) � ; A 2 V 0, A in V 00

ein. F•ur jedes in V 00 eingef•ugte A mit A ! �B � ; �; � 2 (V 0 [ �) � und
B 2 V 0 f•uge auch B in V 00ein usw.

Per Induktion •uber die L•ange der k•urzesten Ableitungsregel der Form
S ! �A� ; �; � 2 (V 0 [ �) � ; kann dann wieder die Korrektheit bewiesen
werden.

Es gilt insgesamt, dassV 00die Menge aller n•utzlichen Variablen ist. �

5.18 Korollar
F•ur eine kontextfreie Grammatik G kann (in polynomialer Zeit) entschieden
werden, ob L(G) = ; ist.

Bew eis: L (G) = ; genaudann, wenn S nutzlos. �
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5.19 Satz
F•ur eine kontextfreie Grammatik G kann (in polynomialer Zeit) entschieden
werden, ob L(G) endlich ist.

Bew eis: Entferne zun•achst alle nutzlosen Variablen und •uberf•uhre G in eine
•aquivalente Grammatik in Chomsky-Normalform. Betrachte dann den gerich-
teten Graphen, der f•ur jede Variable einen Knoten und f•ur Variablen A; B die
Kante (A; B ) genaudann enth•alt, wenn eseine Regel der Form A ! B C oder
A ! CB gibt. Mit Tiefensuche kann entschiedenwerden,ob dieserGraph einen
Kreis enth•alt. Man kann sich leicht •uberlegen,dassL (G) genau dann endlich
ist, wenn der entsprechendeGraph keinen Kreis enth•alt. �

5.20 Satz
Die Klasseder kontextfreien Sprachen ist abgeschlossenbzgl. Vereinigung,Kon-
katenation und Kleenschem Abschluss.

Bew eis: SeienL(G1); L (G2) kontextfreie Sprachen f•ur die o.B.d.A. G1 und G2

disjunkte Variablenmengenhaben. Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik,
die L (G1) [ L (G2) erzeugt:Setzedazu V = V1 [ V2 [ f Sg, S neuesStartsymbol,
R = R1 [ R2 [ f S ! S1; S ! S2g.

Eine kontextfreie Grammatik, die L (G1) � L (G2) erzeugt, besteht aus V = V1 [
V2 [ f Sg und R = R1 [ R2 [ f S ! S1S2g.

Eine kontextfreie Grammatik f•ur L (G1)� besteht aus V = V1 [ f Sg und R =
R1 [ f S ! "; S ! SS;S ! S1g. �

5.21 Satz
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossenbzgl. Komple-
mentbildung und Durchschnitt.

Bew eis: Betrachte L 1 = f an bn jn � 1g, L 2 = f cg� , L 3 = f ag� , L 4 = f bn cn jn �
1g. Alle dieseSprachen sind kontextfrei. Nach Satz 5.20 sind dann auch L 1 � L 2

und L 3 � L 4 kontextfrei. L = L 1L 2 \ L 3L 4 ist dann geradeL = f an bn cn jn � 1g.
DieseSprache ist nicht kontextfrei.

Angenommen,die Klasse der kontextfreien Sprachen w•are bzgl. Komplement-
bildung abgeschlossen.Dann w•urde f•ur beliebige kontextfreie Sprachen L 1; L 2

gelten (L c
1 [ L c

2)c = L 1 \ L 2 ist wieder kontextfrei. Dies ist ein Widerspruch zur
ersten AussagedesSatzes. �

5.5 Kon textfreie Sprachen und Kellerautomaten

5.22 Def inition
Eine kontextfreie Grammatik ist in Greibac h-Normalform , wenn alle Ablei-
tungsregelnvon der Form

A ! a� mit A 2 V; a 2 � und � 2 V �

sind.
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5.23 Satz
F•ur jede kontextfreie Grammatik G, f•ur die L (G) das leereWort nicht enth•alt,
kann eine•aquivalente kontextfreie Grammatik G0( d.h. L (G) = L(G0)) in Greibach-
Normalform konstruiert werden.

Bew eis: FolgendeErsetzungenvon Regeln k•onnen immer vorgenommenwer-
den, ohne dasssich die von der entsprechenden Grammatik erzeugteSprache
•andert.

(i) Eine Regel A ! � 1B � 2 mit B ! � 1; B ! � 2; : : : ; B ! � r alle Re-
geln, deren linke Seite B ist, kann durch die Regeln A ! � 1� 1� 2; A !
� 1� 2� 2; : : : ; A ! � 1� r � 2 ersetzt werden.

(ii) SeienA ! A� 1; : : : ; A ! A� r und A ! � 1; : : : ; A ! � s , wobei � i nicht
mit A beginnen, alle Regeln, deren linke Seite A ist. Dann k•onnen die
Regeln A ! A� 1; : : : ; A ! A� r durch die Regeln A ! � 1B ; : : : ; A !
� sB ; B ! � 1; : : : ; B ! � r ; B ! � 1B ; : : : ; B ! � r B ersetzt werden.
Dabei sei B eine neu eingef•uhrte Variable.

Wir gehen nun davon aus, dass G in Chomsky-Normalform ist. Es sei V =
f A1; : : : ; Am g und � = f a1; : : : ; an g, d.h. alle Regeln sind von der Form A i !
A j Ak oder A i ! aj . Die Grammatik in Greibach-Normalform wird zus•atzlich
die Regeln f B1; : : : ; Bm g benutzen. Sei V 0 := f A1; : : : ; Am ; B1; : : : ; Bm g. Die
Variablenmengezur Umformung von G in G0 wird die folgenden Invarianten
erf•ullen:

1.In varian te : Die rechte Seiteeiner Regel,derenrechte Seitemit einer Varia-
blen beginnt, besteht nur aus Variablen.

2.In varian te : Die rechte Seiteeiner Regel,derenrechte Seitemit einer Varia-
blen beginnt, beginnt mit einer Variablen aus V = f A1; : : : ; Am g.

3.In varian te : Symbole aus� kommennur als erstesZeichen der rechten Seite
einer Regelvor.

4.In varian te : Die rechte SeiteeinerRegel,derenlinkeSeiteausV = f A1; : : : ; Am g
ist und derenrechte Seitemit einerVariablen ausV beginnt, beginnt sogar
mit zwei Variablen aus V .

5.In varian te : Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus V 0nV =
f B1; : : : ; Bm g ist, besteht nur aus Variablen aus V 0.

O�ensichtlich erf•ullt G alle f•unf Invarianten. Wir formen G zun•achst so um,
dassau�er Invarianten 1-5 noch die

6.In varian te : Falls A i ! A j � Regel ist, so gilt j > i .

erf•ullt ist. Dabei wendenwir (in dieserReihenfolge)
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(ii) zur Ersetzung aller RegelnA1 ! A1�
(i) zur Ersetzung aller RegelnA2 ! A1�
(ii) zur Ersetzung aller RegelnA2 ! A2�
(i) zur Ersetzung aller RegelnA3 ! A1�
(i) zur Ersetzung aller RegelnA3 ! A2�
(ii) zur Ersetzung aller RegelnA3 ! A3�

...

usw. an. Es wird also
� m

2

�
-mal (i) und m-mal (ii) angewendet.

Es ist leicht zu sehen,dassdie soumgeformte Grammatik alle Invarianten erf•ullt.
Danach sind alle Regelnvon der Form A ! a� oder A ! � mit � 2 (V 0)� ; a 2 �,
wobei eskeine "-Regelnoder Kettenregeln mit linker Seite A gibt.
Wegender 6.Invarianten gibt eskeineRegelAm ! � und alle Am � 1 ! � -Regeln
beginnenmit Am . DieseRegelnersetzenwir nun nach Methode (i) und fahren
so f•ur absteigendesk; k = m � 2; : : : ; k = 1; fort. (Wenn wir die RegelnAk ! �
betrachten, so beginnt � mit einem A j , f•ur das j > k gilt, f•ur das die rechte
Seite also schon die gew•unschte Form hat.)
Danach sind alle Regelnmit linker Seite aus V in der Form Ak ! a�; a 2 �.
Wegen der zweiten und der f•unften Invarianten beginnen alle rechten Seiten
von Regeln,deren linke SeiteausV 0nV = f B1; : : : ; Bm g ist, mit einer Variablen
aus f A1; : : : ; Am g. Ersetze diese mit (i). Damit erhalten wir G0 in Greibach-
Normalform. �

Beispiel :
V = f A1; A2; A3g, � = f 0; 1g, S = A1 und
R = f A1 ! A2A3; A2 ! A3A1; A2 ! 1; A3 ! A1A2; A3 ! 0g.

Zun•achst wird A3 ! A1A2 ersetzt durch A3 ! A2A3A2, dann durch A3 !
A3A1A3A2 und A3 ! 1A3A2.
A3 ! A3A1A3A2 wird ersetzt durch A3 ! 0B3; A3 ! 1A3A2B3; B3 !
A1A3A2 und B3 ! A1A3A2B3.
Nun haben alle Regelnmit linker Seite A3 die gew•unschte Form.

Eswird nun A2 ! A3A1 ersetztdurch A2 ! 0B3A1, A2 ! 1A3A2A1, A2 ! 0A1

und A2 ! 1A3A2B3A1.
Dann wird A1 ! A2A3 ersetzt durch A1 ! 1A3; A1 ! 0B3A1A3; A1 !
1A3A2A1A3; A1 ! 0A1A3 und A1 ! 1A3A2B3A1A3.

Schlie�lic h werden B3 ! A1A3A2 und B3 ! A1A3A2B3 ersetzt durch B3 !
1A3A3A2; B3 ! 0B3A1A3A3A2; B3 ! 1A3A2A1A3A3A2; B3 ! 0A1A3A3A2;
B3 ! 1A3A2B3A1A3A3A2 und B3 ! 1A3A3A2B3; B3 ! 0B3A1A3A3A2B3;
B3 ! 1A3A2A1A3A3A2B3; B3 ! 0A1A3A3A2B3; B3 ! 1A3A2B3A1A3A3A2B3.

Die neueGrammatik hat also 24 Regeln. �

5.24 Def inition
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA) besteht aus
(Q; � ; � ; q0; Z0; � ; F ), wobei

� Q endliche Zustandsmenge

� � endlichesEingabealphabet

� � endlichesSTACK-Alphab et
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� q0 2 Q Anfangszustand

� Z0 2 � Initialisierung desSTACK

� � : Q � (� [ f "g) � � ! 2Q� � �
, d.h. � (q; a; Z ) � f (q; 
 ) : q 2 Q; 
 2 � � g

und � (q; "; Z ) � f (q; 
 ) : q 2 Q; 
 2 � � g

� F � Q Menge der akzeptierendenEndzust•ande, F = ; ist m•oglich.

Eine Kon�guration eines PD A ist ein Trip el (q; w; � ) mit q 2 Q, � 2 � �

STACK-Inhalt und w 2 � � der Teil der Eingabe, der noch nicht gelesenwurde.
Zu (q; w1 : : : wk ; Z1 : : : Zm ) gibt esfolgendeNac hfolgek on�gurationen :

(q0; w2 : : : wk ; Z 0
1 : : : Z 0

r Z2 : : : Zm ) f•ur alle (q0; Z 0
1 : : : Z 0

r ) 2 � (q; w1; Z1)

und

(q0; w1 : : : wk ; Z 0
1 : : : Z 0

r Z2 : : : Zm ) f•ur alle (q0; Z 0
1 : : : Z 0

r ) 2 � (q; "; Z1):

Ein PDA akzeptiert ein w 2 � � durc h leeren Stack, wenn es eine zul•assi-
ge Folge von Kon�gurationen aus der Anfangskon�guration (q0; w; Z0) in eine
Kon�guration (q; "; " ); q 2 Q; gibt.

Ein PDA akzeptiert ein w 2 � � durc h einen akzeptierenden Endzustand ,
wenn eseine zul•assigeFolge von Kon�gurationen aus der Anfangskon�guration
(q0; w; Z0) in eine Kon�guration (q; "; 
 ) mit q 2 F und 
 2 � � gibt.

Ein PDA ist deterministisc h, falls

j� (q; a; Z )j + j� (q; "; Z )j � 1

f•ur alle q 2 Q; a 2 � ; Z 2 � .

Beispiel :
Ein DPDA f•ur L = f w# wR jw 2 f 0; 1g� g.
Betrachte beliebigesWort w1 : : : wn # wn : : : w1 2 L . Der DPDA liest w1 : : : wn

und schreibt jeweils wi auf den STACK. Beim Lesen von # geht der DPDA
dazu •uber, wn : : : w1 zu lesenund den gelesenenBuchstaben jeweils mit dem
obersten Buchstaben auf dem STACK zu vergleichen. Bei Gleichheit wird der
oberster Buchstabe vom STACK genommen,ansonstenwird in einen nichtak-
zeptierendenZustand gegangenund gestoppt. Ist nur noch Z0 auf dem STACK,
wird Z0 entfernt und die Eingabe

"
mit leeremSTACK\ akzeptiert.

Eingabe: abc# cba STACK
� (q0; a; Z0) = (q1; aZ0)
� (q1; b;a) = (q1; ba)
� (q1; c;b) = (q1; cb) c c
� (q1; # ; c) = (q2; c) b b b b
� (q2; c;c) = (q2; " ) a a a a a a
� (q2; b;b) = (q2; " ) Z0 Z0 Z0 Z0 Z0 Z0 Z0 Z0 |
� (q2; a; a) = (q2; " )
� (q2; "; Z0) = (q2; " )

�
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Beispiel :
PDA, der L = f wwR jw 2 f 0; 1g� g akzeptiert.
PDA ist nichtdeterministisch, indem er wie DPDA ausletztem Beispiel arbeitet,
bis auf den Wechsel von

"
Lesezustand\ q1 in

"
Vergleichszustand\ q2. Dies tut

er nichtdeterministisch. �

Bemerkung :
F•ur die Sprache L = f wwR jw 2 f 0; 1g� g gibt eskeinen DPDA. NPDAs k•onnen
also mehr als DPDAs.

5.25 Satz
Zu einemPDA, der eineSprache L durch einenakzeptierendenEndzustand ak-
zeptiert, kann ein PDA konstruiert werden,der L mit leeremSTACK akzeptiert.

Bew eis: Sei A 1 = (Q1; � ; � 1; � 1; q1
0 ; Z 1

0 ; F1) PDA, der L durch •Ubergang in
einen Zustand aus F1 akzeptiert. Wir konstruieren dazu einen PDA A 2 =
(Q2; � ; � 2; � 2; q2

0 ; Z 2
0 ), der dieselbe Sprache L durch leeren STACK akzeptiert.

Dazu muss A 2 in der Lage sein, den STACK zu leeren, wenn A 1 in einen Zu-
stand ausF1 kommt. Diese •Uberg•anged•urfen jedoch nicht zur Akzeptanz eines
Wortes w 62L f•uhren. Andererseits kann A 1 zu einem leeren STACK f•uhren,
ohne dassdie entsprechende Eingabe akzeptiert wird. In diesem Fall darf A 2

keinen leerenSTACK erzeugen.Die Konstruktion von A 2 beruht entsprechend
auf der Einf •uhrung einesneuenZustands qE , bei dessenErreichen der STACK
geleert wird, und der Einf •uhrung einesneuenSTACK-Symbols Z 2

0 , das zu Be-
ginn auf den STACK gelegt wird, um einen •Ubergang in einen leerenSTACK,
in dem das geleseneWort nicht akzeptiert werden soll, zu vermeiden.
De�niere entsprechend

Q2 := Q1 [ f q2
0; qE g; q2

0 Anfangszustandvon A 2

� 2 := � 1 [ f Z 2
0g; Z 2

0 Initialisierung desSTACKs von A 2

Die Menge� 2(q; a; Z ) f•ur a 2 � [ f "g und Z 2 � 2 seidurch folgendeBedingungen
festgelegt:

� 2(q2
0 ; "; Z 2

0 ) = f (q1
0 ; Z 1

0 Z 2
0 )g

� 2(q; a; Z ) = � 1(q; a; Z ) f•ur q 2 Q1; a 6= "; Z 2 � 1

oder q 2 Q1nF1; a = "; Z 2 � 1

� 2(q; "; Z ) = � 1(q; "; Z ) [ f (qE ; " )g f•ur q 2 F1; Z 2 � 2

� 2(qE ; "; Z ) = f (qE ; " )g f•ur Z 2 � 2

� (�) = ; sonst

A 2 akzeptiert genauw 2 L mit leeremSTACK, da Z 2
0 nur im Zustand qE vom

STACK entfernt werdenkann und qE nur ausZust•andenausF1 erreicht werden
kann. �

5.26 Satz
Zu einemPDA, der eineSpracheL mit leeremSTACK akzeptiert, kann ein PDA
konstruiert werden, der L durch einen akzeptierendenEndzustand akzeptiert.

Bew eis: •Ahnlich wie im Beweis zu Satz 5.25 konstruieren wir zu einem PDA
A 1 = (Q1; � ; � 1; � 1; q1

0 ; Z 1
0 ), der w 2 L mit leerem STACK akzeptiert, einen
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PDA A 2 = (Q2; � ; � 2; � 2; q2
0 ; Z 2

0 ; F2), der genau die w 2 L durch •Ubergang in
einen Zustand q 2 F2 akzeptiert. Dazu wird auf den STACK Z 2

0 gelegt, und
nur gel•oscht, wenn die Abarbeitung von A 1 mit leeremSTACK beendetworden
w•are. In diesemSchritt wird in einenneueingef•uhrten Endzustand qF gegangen.
De�niere

Q2 := Q1 [ f q2
0 ; qF g; wobei q2

0 Anfangszustandvon A 2 und F2 := f qF g

� 2 := � 1 [ f Z 2
0g; wobei Z 2

0 Initialisierung desSTACK von A 2,

und � 2 sei festgelegtdurch

� 2(q2
0 ; a; X ) =

�
f q1

0 ; Z 1
0 Z 2

0 g falls a = " und X = Z 2
0

; sonst

� 2(q; a; Z ) = � 1(q; a; Z ), falls q 2 Q1; a 2 � [ f "g und Z 2 � 1

� 2(q; "; Z 2
0 ) = f (qF ; " )g f•ur q 2 Q1:

O�ensichtlich akzeptiert A 2 genaudie w 2 L . �

5.27 Satz
F•ur eineGrammatik G in Greibach-Normalform kann ein PDA konstruiert wer-
den, der L (G) mit leeremSTACK akzeptiert.

Bew eis: Wir geben zur Grammatik G mit VariablenmengeV und Startsymbol
S, RegelmengeR und Alphabet � einen PDA A = (Q; � ; � ; � ; q0; Z0) an, der
genaubei Eingabe w 2 L in eine Kon�guration mit leeremSTACK •uberf•uhrt.
SetzeQ := f q0g, � := V , Z0 := S und de�niere

� (q0; a; A) := f (q0; � )j(A ! a� ) 2 Rg:

Per Induktion •uber die L•angei einer Ableitung beweisenwir, dass
S �! w1 : : : wi A1 : : : Am genau dann, wenn A beim Lesen von w1 : : : wi den
STACK-Inhalt A1 : : : Am erzeugenkann. Darausfolgt, dassA dasWort w1 : : : wn

mit leeremSTACK genaudann erkennt, wenn S �! w1 : : : wn in G existiert, d.h.
w1 : : : wn 2 L(G).

Induktionsanfang ist mit i = 0 trivialerw eiseerf•ullt.

Induktionssc hritt: Sei i � 1 und
"

j
! \ stehe f•ur eine Ableitung der L•ange j .

Dann gilt

S i! w1 : : : wi A1 : : : Am ( )
9A0 2 V; r 2 f 1; : : : ; mg mit

S i � 1� ! w1 : : : wi � 1A0A r : : : Am

! w1 : : : wi A1 : : : Am :

Mit der Induktionsvoraussetzungist dies genaudann der Fall, wenn gilt:
9A0 2 V; r 2 f 1; : : : ; mg so, dass A das Wort w1 : : : wi � 1 lesen und dabei
STACK-Inhalt A0A r : : : Am erzeugenkann und A0 ! wi A1 : : : A r � 1 Regel von
G ist.
Nach der De�nition einesPDA ist dies genau dann erf•ullt, wenn A das Wort
w1 : : : wi lesenund dabei den STACK-Inhalt A1 : : : Am erzeugenkann. �
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5.28 Satz
Jede durch einen PDA (mit leerem STACK oder durch akzeptierende End-
zust•ande) akzeptierte Sprache ist kontextfrei.

Bew eis: Betrachte PDA A = (Q; � ; � ; � ; q0; Z0), der L A durch leeren STACK
akzeptiert. Wir geben eine Grammatik G mit VariablenmengeV , Startsymbol
S und RegelmengeR an, f•ur die L A = L(G) ist. G wird

"
fast\ in Greibach-

Normalform sein. Die Konstruktion von G hei�t Trip elk onstruktion . Setze
V := f [q; X ; p]jp;q 2 Q; X 2 � g [ f Sg, wobei S Startsymbol von G sei. Ent-
sprechend sollenauseiner Variable [q; X ; p] genaudie w 2 � � ableitbar sein, f•ur
die es eine Abarbeitung von A gibt, die im Zustand q mit oberstem STACK-
Symbol X beginnt und nach Lesen von w im Zustand p mit leerem STACK
endet. Die RegelmengeR enthalte dementsprechend folgendeRegeln:

(i) S ! [q0; Z0; q] f•ur alle q 2 Q

(ii) [q; X ; qm +1 ] ! a[q1; Y1; q2] : : : [qm ; Ym ; qm +1 ] f•ur alle q2; : : : ; qm +1 2 Q,
falls (q1; Y1 : : : Ym ) 2 � (q; a; X ).

Wir werden per Induktion beweisen,dassf•ur alle p;q 2 Q; X 2 � und w 2 L
gilt:

[q; X ; p] �! w in G ( )
esgibt in A eine Folge von

(5.1)
Kon�gurationen von (q; w; X ) nach (p; "; " )

F•ur eine Folge von Kon�gurationen (bzw. k Kon�gurationen) (q; w; X ) nach

(p;w0; Y ) schreibenwir auch
"
(q; w; X )

�
` (p;w0; Y )\

�
bzw. (q; w; X )

k
` (p;w0; Y )

�
:

Aus dieserBehauptung folgt dann

w 2 L A ( )
9p 2 Q mit (q0; w; Z0)

�
` (p; "; " ), wobei

(q0; w; Z0) Anfangskon�guration von A ist

( ) 9p 2 Q mit [q0; Z0; p] �! w

( ) 9p 2 Q mit S ! [q0; Z0; p] �! w

( ) w 2 L(G)

Beweis von (5.1):

"
) \

Wir zeigenzun•achst per Induktion •uber die L•angek einer Ableitung [q; X ; p] k!

w in G, dasses in A eine Abarbeitung (q; w; X )
�
` (p; "; " ) gibt.

Induktionsanfang: F•ur k = 1 gilt, dass[q; X ; p] ! w eine Regel in G ist, also
ist (p; " ) 2 � (q; w; X ) und jwj � 1. Also gibt esdie Abarbeitung

(q; w; X )
1
` (p; "; " ) in A .

Induktionssc hritt: Betrachte eine Ableitung [q; X ; p]
k
` w. Dann kann diese

Ableitung geschrieben werden als

[q; X ; p] ! a[q1; Y1; q2][q2; Y2; q3] : : : [qm ; Ym ; qm +1 ]
k � 1
` w;
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wobei qm +1 = p.
Entsprechend l•asst sich w schreiben als w = aw1 : : : wm , mit wi 2 � � , a 2 �

und [qj ; Yj ; qj +1 ] k 0

! wj mit k0 � k � 1 f•ur alle 1 � j � m. Nach Induktionsvor-

aussetzunggilt dann (qj ; wj ; Yj )
�
` (qj +1 ; "; " ) f•ur alle 1 � j � m. Also gilt auch

(qj ; wj ; Yj : : : Ym )
�
` (qj +1 ; "; Yj +1 : : : Ym ) f•ur alle 1 � j � m.

Daraus folgt

(q; w; X ) ` (q1; w1 : : : wm ; Y1 : : : Ym )
�
` (q2; w2 : : : wm ; Y2 : : : Ym )
�
` (q3; w3 : : : wm ; Y3 : : : Ym )
�
` : : :

�
` (qm ; wm ; Ym )

�
` (qm +1 ; "; " ) = (p; "; " )

und damit die Behauptung.

"
( \

Wir zeigenper Induktion •uber die L•angek der Abarbeitung (q; w; X )
k
` (p; "; " )

von A, dasseine Ableitung [q; X ; p]
�
` w in G existiert.

Induktionsanfang: F•ur k = 1 folgt aus (q; w; X ) ` (p; "; " ), dassw 2 � [ f "g
und (p; " ) 2 � (q; w; X ). Dann ist [q; X ; p] ! w eine Regelvon G.

Induktionssc hritt: Betrachte eineAbarbeitung (q; X ; w)
k
` (p; "; " ), wobei w =

aw0 sei mit a = " und w0 = w, falls der erste Schritt von A ein " - •Ubergangist,
a 2 � sonst. Sei (q1; w0; Y1 : : : Ym ) die Kon�guration von A nach dem ersten
Schritt. Dann gilt

(q; aw0; X ) ` (q1; w0; Y1 : : : Ym )
k 0

` (p; "; " )

mit k0 � k � 1.
Seiw0 = w1 : : : wm Zerlegungvon w mit wj 2 � � sogew•ahlt, dassA startend mit
der Kon�guration (q1; w0; Y1 : : : Ym ) bei der betrachteten Abarbeitung gerade
nach dem Lesenvon w1 : : : wj zum ersten Mal den STACK-Inhalt Yj +1 : : : Ym

erzeugt;qj +1 seider zu diesemZeitpunkt erreichte Zustand. Dann gilt: qm +1 = p
und

(qj ; wj : : : wm ; Yj : : : Ym )
k 0

` (qj +1 ; wj +1 : : : wm ; Yj +1 : : : Ym );

k0 � k � 1, und w•ahrend der gesamten Abarbeitung liegt Yj +1 : : : Ym ungelesen
auf dem STACK.
Also gilt auch

(qj ; wj ; Yj )
k 0

` (qj +1 ; "; " ):

Nach Induktionsvoraussetzungfolgt daraus, dass [qj ; Yj ; qj +1 ] �! wj in G exi-
stiert. Damit erhalten wir, dassauch

[q; X ; p] ! a[q1; Y1; q2][q2; Y2; q3] : : : [qm ; Ym ; qm +1 ]
�

! aw1 : : : wm = w

in G existiert.
Insgesamt folgt damit die Behauptung. �
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5.29 Korollar
Die Klasse der von nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptierten Spra-
chen ist gleich der Klasseder kontextfreien Sprachen.

5.30 Satz
Sei L � � � eine kontextfreie Sprache, h : � ! � � ein Homomorphismus. Dann
ist auch die Sprache h� 1(L ) = f w 2 � � jh(w) 2 Lg kontextfrei.

Bew eis: Die Abbildung h : � ! � � hei�t Homomorphismus, da h(w) =
h(w1) � � � h(wn ), wobei w = w1 : : : wn . Wir benutzen Korollar 5.29 f•ur den Be-
weis, indem wir einen PDA f•ur h� 1(L ) angeben und dazu die Existenz eines
PDA f•ur L benutzen. Sei A = (Q; � ; � ; � ; q0; Z0; F ) ein PDA f•ur L . Der PDA
A 0 = (Q0; � 0; � 0; � 0; q0

0; Z 0
0; F 0) simuliert, was A auf dem Wort h(a) tun kann.

Dazu muss A 0 sich merken, wieviel A bei Abarbeitung von h(a) nach jedem
•Ubergangbereits gelesenhat. Setzedaher

Q0 := Q � Sh

wobei Sh Menge der Su�xe von W•ortern h(a), a 2 � (inkl. h(a) und "), ist.

q0
0 := (q0; " )

F 0 := f (q; " )jq 2 F g

Au�erdem sei � 0 := �, Z 0
0 := Z0 und � 0 de�niert durch:

(i) � 0((q; " ); a; Y ) := f (q; h(a)) ; Y g und
� 0((q; x); a; Y ) := ; , falls x 6= "
f•ur a 2 �.

(ii) � 0((q; x); "; Y ) 3 ((p;x); 
 ), falls (p; 
 ) 2 � (q; "; Y ) f•ur alle x 2 Sh .

(iii) � 0((q; ax); "; Y ) 3 ((p;x); 
 ), falls (p; 
 ) 2 � (q; a; Y ) f•ur alle ax 2 Sh .

(i) bewirkt, dassA 0 beim Lesenvon a 2 � abspeichert, dassA auf h(a) simuliert
werden muss.Die Simulation erfolgt durch "- •Uberg•ange.Durch (ii) werden die
" - •Uberg•ange von A •ubernommen. Mittels (iii) wird die Abarbeitung von A
simuliert.
Sei nun h(w) = h(w1) � � � h(wn ) 2 L , dann kann A 0 auf w die Abarbeitung von
A bei Eingabe h(w) simulieren. Andererseits ist per Konstruktion von A 0 eine
Abarbeitung einer Eingabe w eine Simulation von A bei Eingabe h(w). �

5.6 Unen tscheidbare Probleme f•ur kontextfreie
Grammatik en

Wir haben bereits ein paar Probleme f•ur kontextfreie Sprachen bzw. Gramma-
tik en betrachtet, welche

"
leicht\ entschiedenwerdenk•onnen.Es kann in polyno-

mialer Laufzeit entschiedenwerden,ob zu einer kontextfreien Grammatik G die
Sprache L(G) leer bzw. endlich ist. Das Wortproblem f•ur kontextfreie Gramma-
tik en ist ebenfalls in polynomialer Laufzeit entscheidbar. Au�erdem sind f•ur kon-
textfreie Grammatiken G, G1 und G2 die Sprachen L(G) � , L (G1) [ L (G2) und
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L(G1) � L (G2) wieder kontextfrei. Andererseitssind L (G1) \ L (G2) und (L (G)) c

nicht notwendig kontextfrei. Wir werden sehen,dass es sogar unentscheidbar
ist, ob der Durchschnitt zweier kontextfreier Sprachen bzw. das Komplement
einer kontextfreien Sprache wieder kontextfrei ist. Ebenfalls unentscheidbar ist
f•ur kontextfreie Grammatiken G, G1 und G2 (•uber �), ob L (G) = � � , L (G1) =
L (G2), L (G1) � L (G2), L (G1) \ L (G2) = ; , L (G) regul•ar, L (G) inh•arent mehr-
deutig bzw. G mehrdeutig ist.

5.31 Satz
Das Problem f•ur kontextfreie Grammatiken G1 und G2 zu entscheiden, ob
L(G1) \ L (G2) = ; ist, ist nicht entscheidbar.

Bew eis: Wir beweisen,dassdas Post'sche Korrespondenzproblem(PKP) auch
entscheidbar w•are, wenn L(G1) \ L (G2) = ; entscheidbar w•are. Das ist ein
Widerspruch zur Unentscheidbarkeit desPKPs.
Das PKP besteht darin, f•ur eine beliebige Menge K = f (x1; y1); : : : ; (xk ; yk )g
mit x i ; yi 2 � � zu entscheiden, ob es eine Folge von Indizes i 1; : : : ; i n gibt,
sodassx i 1 � � � x i n = yi 1 � � � yi n ist. Wir geben f•ur jede Instanz K desPost'schen
Korrespondenzproblemskontextfreie Grammatiken G1 und G2 an, sodassesein
Wort w 2 L(G1) \ L (G2) genaudann gibt, wenn eseineL•osungf•ur K gibt. Das
Alphabet zu G1 und G2 sei � [ f a1; : : : ; ak g, k = jK j und V1 = f S1g, V2 = f S2g:
G1 enthalte die Regeln

S1 ! ai x i und S1 ! ai S1x i f•ur alle 1 � i � k;

analog enthalte G2 die Regeln

S2 ! ai yi und S2 ! ai S2yi f•ur alle 1 � i � k:

Dann gilt o�ensichtlich

L (G1) = f ai n � � � ai 1 x i 1 � � � x i n j n 2 N; 1 � i j � kg

und
L(G2) = f ai n � � � ai 1 yi 1 � � � yi n j n 2 N; 1 � i j � kg:

K besitzt genaudann eineL•osung,wennesIndizesi 1; : : : ; i n gibt mit x i 1 � � � x i n =
yi 1 � � � yi n . Dies ist aber genau dann der Fall, wenn es ein Wort w = ai n � � � ai 1

x i 1 � � � x i n = ai n � � � ai 1 yi 1 � � � yi n gibt, alsow 2 L(G1)\ L (G2) und damit L (G1)\
L (G2) 6= ; . �

5.32 Satz
DasProblem, f•ur einekontextfreie Grammatik G zu entscheiden,ob sieeindeutig
ist, ist nicht entscheidbar.

Bew eis: G ist eindeutig, wenn esf•ur jedesw 2 L(G) genaueinen Syntaxbaum
gibt. Wir zeigen, dass aus der Nichtentscheidbarkeit von L(G1) \ L (G2) = ;
f•ur beliebigekontextfreie Grammatiken G1 und G2 die Behauptung folgt. Dazu
benutzen wir die im Beweiszu Satz 5.31konstruierten Grammatiken G1 und G2

und geben dazu einekontextfreie Grammatik G an, die genaudann mehrdeutig
ist, wenn L(G1) \ L (G2) 6= ; . Dazu habe G die VariablenmengeV = f S1; S2; Sg,
wobei S ein neuesStartsymbol sei, und zus•atzlich zu den Regeln von G1 und
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G2 noch die RegelnS ! S1 und S ! S2.
Da G1 und G2 eindeutig sind, existiert w 2 L(G1) \ L (G2) genau dann, wenn
es in G Ableitungen S ! S1

�! w und S ! S2
�! w gibt, also G mehrdeutig

ist. �

Als Hilfsmittel zum Beweis der Unentscheidbarkeit weiterer Probleme f•ur kon-
textfreie Grammatiken benutzen wir die Sprache aller korrekten Rechenwege
einer Turingmaschine.
SeiM eineTM, bestehendaus(Q; � ; � ; t ; q0; � ; F ). Dann kann eineBerechnung
von M durch die Folgeder durchlaufenenKon�gurationen �q � mit �; � 2 � �

und q 2 Q beschrieben werden. �q � bedeutet, dassauf dem Band das Wort
�� , umgeben von Blanksymbolen, steht, die Turingmaschine im Zustand q ist
und der Lese-/Schreibkopf auf die Stelle des Bandes,an der das erste Symbol
von � steht, zeigt.
Wenn w1; w2; : : : ; wn die Abfolge der Kon�gurationen einer Berechnung von M
ist, so kann dieser Rechenweg durch das Wort w1# w2# : : : # wn #, mit # 62�
Trennsymbol, kodiert werden.Allerdings l•asstsich die Sprache aller W•orter, die
in dieser Weisedie korrekten Rechenwegeeiner TM kodieren, nicht unbedingt
durch kontextfreie Grammatiken beschreiben. Daher wird ein

"
Trick\ angewen-

det und jede zweite Kon�guration gespiegeltkodiert.

5.33 Def inition
Die Sprac he B M der korrekten Rechenwege einer TM M besteht aus
allen Worten

w1# wR
2 # w3# wR

4 : : : wR
n # ; falls n geradeund

w1# wR
2 # w3# wR

4 : : : wn # ; falls n ungerade,

wobei die wi ; 1 � i � n; Kon�gurationen von M sind, w1 eine Anfangskon�-
guration, wn eine akzeptierendeKon�guration und f•ur alle 1 � i � n � 1 die
Kon�guration wi +1 die direkte Nachfolgekon�guration von wi bei einer korrek-
ten Berechnung von M ist.

5.34 Lemma
F•ur alle Turingmaschinen M ist BM der Durchschnitt zweier Sprachen L 1 =
L(G1) und L 2 = L(G2), wobei G1 und G2 kontextfreie Grammatiken sind.

Bew eis: Wir konstruieren L 1 und L 2 aus den Sprachen

L := f u# vR jv ist direkte Nachfolgekon�guration von u f•ur Mg

bzw.

L 0 := f vR # uju ist direkte Nachfolgekon�guration von v f•ur Mg

Falls L und L 0 kontextfrei sind, so sind auch

L 1 := (L f # g) � (f "g [ � � F � � f # g)

und
L 2 := f q0g� � f # g(L 0f # g) � (f "g [ � � F � � f # g)
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kontextfrei, wobei � Bandalphabet, � Eingabealphabet, q0 Anfangszustandund
F Endzustandsmengevon M . O�ensichtlich haben alle W•orter ausL 1 die Form

w1# wR
2 # : : : w2i � 1# wR

2i # oder

w1# wR
2 # : : : w2i � 1# wR

2i # w2i +1 #

mit wj Kon�guration von M und w2j direkte Nachfolgekon�guration von w2j � 1

f•ur alle 1 � j � i und w2i +1 akzeptierendeKon�guration, falls vorhanden.
Analog haben alle W•orter aus L 2 die Form

w1# wR
2 # : : : w2i � 1# wR

2i # oder

w1# wR
2 # : : : wR

2i � 2# w2i � 1#

mit wj Kon�guration von M , w1 Anfangskon�guration, w2j +1 direkte Nachfol-
gekon�guration von w2j f•ur alle 1 � j � i � 1 und w2i akzeptierendeKon�gu-
ration, falls vorhanden.
Dann ist BM = L 1 \ L 2.

Wir geben nun eine kontextfreie Grammatik G f•ur L an mit Startvariable S
und zus•atzlicher Variable A. G enthalte folgendeRegeln:

(i) alle RegelnS ! aSa , a 2 � nftg ;

(ii) f•ur alle •Uberg•ange� (q; a) = (q0; b;R) von M die RegelnS ! qaAq0b;

(iii) f•ur alle •Uberg•ange � (q; a) = (q0; b;L ) von M die Regeln S ! xqaAbxq0,
wobei x Symbol links von a beim Lesenvon a im Zustand q;

(iv) f•ur alle •Uberg•ange� (q; a) = (q0; b;N ) von M die RegelnS ! qaAbq0;

(v) f•ur alle a 2 � die RegelnA ! aAa;

(vi) die RegelA ! #.

Analog kann eine kontextfreie Grammatik G0 f•ur L 0 angegeben werden. Es ist
leicht zu zeigen,dassL (G) = L und L(G0) = L 0 ist. Damit ist die Behauptung
bewiesen. �

Bemerkung :
Falls M in jeder Berechnung nur h•ochstens einen Rechenschritt ausf•uhrt, ist
BM sogarselbst kontextfrei.

5.35 Lemma
SeiM eineTM, die auf jeder Eingabe mindestenszwei Rechenschritte ausf•uhrt.
Dann ist die Sprache BM genaudann kontextfrei, wenn L(M ) endlich ist.

Bew eis:

"
( \ Falls L (M ) endlich ist, ist BM auch endlich, da es zu jeder Eingabe aus

L(M ) genaueine akzeptierendeBerechnung gibt. Jedeendliche Sprache ist re-
gul•ar, also auch kontextfrei.

"
) \ AngenommenL(M ) ist unendlich und BM w•are kontextfrei. Wir f•uhren

diese Annahme unter Benutzung von Ogden's Lemma zum Widerspruch. Da
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L(M ) unendlich ist, gibt eszu der Konstanten n aus Ogden's Lemma ein w 2
BM mit w = w1# wR

2 # : : : und jwR
2 j � n. Wenn alle Symbole aus # wR

2 # mar-
kiert werden,musseseineZerlegunguvwxy von w geben, sodassvx mindestens
einen und vwx h•ochstensn markierte Buchstaben enth•alt und uvi wx i y 2 BM

f•ur alle i � 0. Da M mindestenszwei Berechnungsschritte ausf•uhrt, existieren
die Kon�gurationen w1; w2 und w3. Entsprechend der Zerlegungvon w enthal-
ten # wR

2 # und vx mindestenseinen gemeinsamenBuchstaben, und nur eines
der Worte w1 und w3 hat ebenfalls gemeinsameBuchstaben mit vx. Wenn w1

keinengemeinsamenBuchstaben mit vx hat, ist uv2wx2y 62BM , da die Berech-
nung f•ur die Anfangskon�guration w1 eindeutig ist. Aus demselben Grund ist
uv2wx2y 62BM , falls w1# Pr•a�x von uv2 ist. Falls v ein Teilwort von w1 w•are,
m•usstex ein Teilwort von wR

2 sein, damit f•ur gro�es i das Wort uv i wx i y 2 BM

ist, da zwei aufeinanderfolgendeKon�gurationen etwa gleich lang sind. Dann
w•are aber w3 als Nachfolgekon�guration zu kurz, uv i wx i y alsokeineKodierung
eineskorrekten Rechenwegesvon M . �

5.36 Lemma
F•ur jede TM M ist das Komplement (BM )c von BM kontextfrei.

Bew eis: (Skizze)
Wir geben drei kontextfreie Sprachen L 1, L 2 und L 3 an, sodass(BM )c = L 1 [
L 2 [ L 3. Wir nennen

w :=
�

w1# wR
2 # : : : wR

n # f•ur geradesn
w1# wR

2 # : : : wn # f•ur ungeradesn

wohlgeform t , wobei wi Kon�guration f•ur alle i; 1 � i � n; w1 Anfangskon�-
guration und wn akzeptierendeKon�guration.

L 1 := f wjw nicht wohlgeformtg

L 2 :=

8
<

:

w wohlgeformt und esgibt i ungerade,sodasswi # wR
i +1

w Teilwort von w, f•ur das wi +1 nicht Nachfolgekon�guration
von wi ist.

9
=

;

L 3 :=

8
<

:

w wohlgeformt und esgibt i gerade,sodasswR
i # wi +1

w Teilwort von w, f•ur das wi +1 nicht Nachfolgekon�guration
von wi ist.

9
=

;

Dann ist o�ensichtlich (BM )c = L 1 [ L 2 [ L 3. Es bleibt zu zeigen,dassL 1, L 2

und L 3 kontextfrei sind. L 1 ist das Komplement desregul•aren Ausdrucks

q0� � #(� � Q� � #) � � � F � � #

und ist damit sogar regul•ar. F•ur L 1 und L 2 k•onnen kontextfreie Grammatiken
angegeben werden, wobei die Regeln •ahnlich wie im Beweis zu Lemma 5.34
hergeleitet werden. �

5.37 Satz
SeienG; G1; G2 kontextfreie Grammatiken •uber � . Es ist nicht entscheidbar, ob

(i) (L (G)) c kontextfrei ist,
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(ii) L (G1) \ L (G2) kontextfrei ist,

(iii) L (G) = � � ,

(iv) L (G1) = L (G2),

(v) L (G1) � L (G2).

Bew eis:

(i) Angenommen, es g•abe eine TM M 0, die f•ur G entscheidet, ob (L (G)) c

kontextfrei ist. Wir zeigen,dassesdann auch eine TM M 00g•abe, die

L := fhMi jL (M ) endlichg

entscheidet. Dies w•are ein Widerspruch zum Satz von Rice (3.16).
O.B.d.A. enthalte L nur hMi , f•ur die M mindestenszwei Rechenschritte
ausf•uhrt. Die TM M 00berechnet f•ur jede Eingabe hMi mit Lemma 5.36
eine kontextfreie Grammatik GM f•ur (BM )c. Dann simuliert M 00die TM
M 0 auf der Eingabe GM und entscheidet damit, ob BM kontextfrei ist.
Nach Lemma 5.35 ist dies •aquivalent dazu, dassL (M ) endlich ist.

(ii) Angenommen, es g•abe eine TM M 0, die f•ur G1 und G2 entscheidet, ob
L (G1) \ L (G2) kontextfrei ist. Wir betrachten eine TM M 00, die auf Ein-
gaben hMi entsprechend Lemma 5.34 kontextfreie Grammatiken G1;M

und G2;M berechnet mit L (G1;M ) \ L (G2;M ) = BM . Dann simuliert M 00

die TM M 0 auf den Eingaben G1;M und G2;M und entscheidet damit, ob
BM kontextfrei ist, alsowieder ob L(M ) endlich ist. Dies ist wie in (i) ein
Widerspruch zum Satz von Rice.

(iii) Angenommen, es g•abe eine TM M 0, die f•ur G und � entscheidet, ob
L (G) = � � ist. Wir betrachten eine TM M 00, die f•ur hMi entscheidet,
ob L (M ) = ; ist. Dies w•are wieder ein Widerspruch zum Satz von Rice.
M 00berechnet f•ur hMi mit Lemma 5.36einekontextfreie Grammatik GM

f•ur (BM )c. Dann simuliert M 00die TM M 0 auf GM und entscheidet, ob
(BM )c = (� [ f # g) � ist. Dies ist •aquivalent dazu, dassBM = ; und damit
L (M ) = ; ist.

(iv) Die Entscheidung, ob L(G1) = � � ist, ist ein Spezialfall von L(G1) =
L (G2). Damit ist L (G1) = L (G2) ebenfalls unentscheidbar.

(v) Die Entscheidung, ob � � = L(G2) ist, ist ein Spezialfall von L(G1) �
L (G2). Damit ist auch L(G1) � L (G2) unentscheidbar.

�

5.38 Satz
Die Sprache L = f ai bj ck ji = j oder j = kg ist inh•arent mehrdeutig.

Bew eis: (Skizze)
Zun•achst stellen wir fest, dassL = f ai bj ck ji = j oder j = kg kontextfrei ist. Es
gilt L = L 1 [ L 2, wobei

L 1 := f ai bi ji � 0g � f cg�
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L 2 := f ag� � f bi ci ji � 0g:

Der Schnitt L 1 \ L 2 = f ai bi ci ji � 0g ist jedoch nicht kontextfrei. Der Beweis
der Mehrdeutigkeit von L beruht nun darauf, f•ur gewisseW•orter ausL 1 \ L 2 zu
zeigen,dassjede beliebige kontextfreie Grammatik G zu L zwei Syntaxb•aume
f•ur dieseW•orter besitzt. Ausgehendvon den W•ortern an bn cn + n ! und an + n !bn cn

wird unter Benutzung von Ogden's Lemma gezeigt,dasseszu an + n !bn + n !cn + n !

zwei Syntaxb•aume gibt. �


