Informatik 111

Skript zur Vorlesungvon
Prof. Dr. DorotheaWagner
WS 04/05

ausgearkeitet von
Marco Gaertler und Dagmar Handke

eberarbeitet von
Silke Wagner



Vorw ort

Diese Vorlesungsausarleitung beruht auf der Vorlesung Informatik 111, die ich
im Wintersemester2003/2004 an der Universitat Karlsruhe gehalten habe. Im
Sommersemesterl993 und in den Wintersemestern1995/1996 und 1998/1999
habe ich bereit in Halle bzw. Konstanz Vorlesungen uber die theoretischen
Grundlagen der Informatik angeloten. Die VorlesungInformatik 111 ist ausdie-
sen Vorlesungenweiterentwickelt worden. Inhaltlic h habe ich mich dabei sehr
stark auf das Buch Theoretische Informatik von Ingo Wegener(erschienen bei
Teubner) und \den Garey & Johnson", also das Buch Computers and Intr acta-
bility: A Guide to the Theory of NP-Completenessvon Michael R. Garey und
David S. Johnson, gesttzt.

Das vorliegende Skript ist eine reine Vorlesungsausarieitung, kein Lehrbuch.
Entsprechend ist es spradhlich eher knapp gehalten und inhaltlich sicher an
einigen Stellen weit weniger umfangreich, als es ein entsprechendesLehrbuch
seinsollte. Ich ho e, dassestrotzdem den Studierendenbei der Nacharbeitung
desVorlesungssto s und der Prufungsworbereitung hilfreich sein wird.

Karlsruhe, im Oktober 2004 Dorothea Wagner
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Kapitel 1

Einf whrung

Inhalt: Theoretisc he Grundlagen der Informatik

Im Gegensatzzu Vorlesungenwie , Einfehrung in die Rechner{Arc hitektur\ oder
.Datenstrukturen und e zien te Algorithmen\ werden hier Themen behandelt,
die weiter von den Anwendungenerntfernt sind. Es gelt um prinzipielle Frage-
stellungen, d.h. Fragen, die zum Beispiel unabhangig von , Programmierungs-
aspekten\ oder , konkreten Rechnern\ sind.

Typisc he Fragestellungen:

Gibt esAufgaben, die von einem Rechner | unabhangig von der Art der
Programmierung beziehungsweise von physikalischen und elektronischen
Besdirankungen| nicht gelost werden kennen?

Welche Aufgaben kennen | prinzipiell | e zient (in vernenftiger Re-
chenzeit, mit verneinftigem Speicherplatzbedarf) gelost werden?

Um diese Fragestellungensinnvoll zu behandeln, mussenKonzepte entwickelt
werden wie:

ein grundlegendes(naives?)Rechnermodell

eine grundlegendeProblemformulierung

Dafer muss geklart werden wie ein Rechner (der nur ,Nullen\ und , Einsen
kennt) ein Problem eiberhaupt lest.

1.1 Einf whrende Beispiele | Automatenmo dell,
Spracherk ennung, Entscheidungsproblem
Beispiel: Automatenmo dell

Wir betrachten einen ,primitiv en Fahrkartenautomaten\ mit folgenden Funk-
tionen. Der Automat



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

kennt nur eine Sorte von Fahrscheinen zum Preis von 3e
akzeptiert nur Menzenzu 1e und 2e,
gibt kein Wedselgeldheraus.

warnt bei Uberzahlung (zweimal 2e) und erwartet eine Reaktion (er
spudt sonstjede weitere Meunze aus):
{ Yhberzahlungstestatigung (,,habe absidctlic h eiberbezahlt )

{ Reset(gib alles,megliché Geld zureck; vergisswas sonst gelaufen
ist...)

Mo dell fur den Fahrk artenautomaten

Unser Modell vernachlassigtdie Kartenausgabe und die Meunzprefung. Der Au-
tomat musssich merken, wieviel bezahlt wurde, und den Wert in Abhangigkeit
von der Eingabe andern.

1 1 2 R 1| .. Eingabeband

endliche Kontrolle

Abbildung 1.1: Modell fur den Fahrkartenautomaten

Das Eingabeband erthalt ein Folge von Zeichen aus f 1; 2; ¥; Rg. Die endliche
Kontrolle kennt versdiedeneZustande:0, 1, 2, 4, A(usgabe), A 1, die denaktu-
ellen Zustand des Automaten besdireiben. Das Eingabeband wird zeichenweise
gelesenund bewirkt Ubergange von einem Zustand zu einem anderen Zustand.
Zur Besdireibung der endlichen Kontrolle dient ein Graph:

Eingabe

STE N

Abbildung 1.2: Zustandseibergang

Dieser Graph entspricht folgender Aktion: Be ndet sich der Automat im Zu-
stand Z;, sogeht er bei Eingabe von E in den Zustand Z, wber.
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——O Startzustand
@ erfolgreicher Endzustand @ Y
Cob T
--»  Vervollstandigung 172 L
' R,U

Abbildung 1.3: Ubergangsgraphdes Fahrkartenautomaten

Fer den Fahrkartenautomaten ergibt sich folgender®bergangsgraph(siehe Ab-
bildung 1.3).

Der Automat erkenrt (d.h. akzeptiert) alle korrekten Bedienungsvorgange(Ein-
gabefolgen),d.h. alle Folgen, die in A oder A 1 enden.Meglicherweisewerden
mehrere Fahrkarten hintereinander erworben. Dieser Graph ist jedoch unvoll-
standig: zum Beispiel kann die Eingabefolge1;1; R (Kunde hat zuwenig Geld)
nicht abgearheitet werden. Der Graph mussalso vervollstandigt werden.

Diese Art von Automaten ist o enbar leicht realisierbar.

Beispiel Spracherk ennung:
Wir betrachten folgendesProblem: Ein Redchner (Automat) soll ein Programm
einer bestimmten Programmiersprace bearbeiten.

Dabei musszum Beispiel folgendesTeilproblem gelost werden: ,Handelt essich
bei einemgegelenemStuck Programmtext (Zeichenfolge)um einenNamen(zum
Beispiel von Variablen)A Eine Besdireibungsformfur die Syntax von Program-
miersprachenist zum Beispiel die Backus-Naur-F orm . Namenlassensich dar-
in wie folgt besdireiben:

<Name> := <Buchstabe> f<Symbol>g
<Symbol> := <Buchstabe> j<Zier >
<Buchstabe> @@= AjBjCj:::jZz
<Zier> == 0j1lj:::j8j9

Dabei steht j fur eine Alternativ e und f g fer eine beliebigfade Wiederholung,
zu ersetzendeVariablen werden durch < > gekennzeitinet.

Fer die Konstruktion einesAutomaten zur Erkennung von Namen gehenwir
davon aus, dassdie Eingabe nur aus Symbolen (also Buchstaben oder Zi ern
und nicht Sonderzeitien oder ahnliches) bestehe(siehe Abbildung 1.4).
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Startzustand

erkennender Endzustand

e
0O

Abbildung 1.4: Dieser Automat erkenrt alle korrekten Namen

Beispiel: Entscheidungsprobleme:
(1) Primzahlen:

Gegelen: Eine naterliche Zahl
Frage: Ist die Zahl eine Primzahl?

Aufgabe: Konstruiere einen Automaten, der alle Primzahlen erkenrt.
(2) Lesenvon Gleichungssystemen:

Gegelen: Ein lineares Gleichungssystem(z.B. in Form einer Matrix)

Frage: Ist dasGleichungssystemlesbhar?(Dazu aquivalert: Ist dasGlei-
chungssysteminvertierbar?)

Aufgabe: Erkennealle invertierbaren Matrizen.
(3) Rundreise (TSP):

Gegelen: Fahrplan der Deutschen Bahn

Frage: Gibt eseine Verbindung, die in einer deutschen Stadt mit min.
600.000 Einwohnern® startet, in jeder (deutschen) Stadt mit
min. 600.000Einwohnern genaueinmal halt, nur aus ICEs be-
steht und hechstens20 Stunden braucht?

1In Deutschland gibt es 7 Stadte mit mehr als 600.000 Einwohnern: Berlin(3.500.000),
Dortm und(610.000), Essen(630.000), Frankfurt a. M.(660.000), Hamburg(1.661.000),
K®©In(1.003.000) und M einchen(1.300.000).
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Die zertrale Aufgabe der theoretischen Informatik ist dasErkenneneiner ,Spra-
cha .

Die Ziele sind dabei:
1. Exakte Formulierung der verwendetenBegri e.
Zum Beispiel: Automat, Zustand, Sprade, :::

2. Beantwortung der Frage ,Was bedeutet es,dassein Rechner ein Problem
lestA mit Hilfe einesformalen Begri apparates.

3. Aussagenelber Meglichkeiten und Grenzendieser Konzepte.
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Kapitel 2

Endlic he Automaten und
regul are Ausdr eicke

2.1 Deterministisc he endlic he Automaten und
formale Sprachen

Def inition
Ein (deterministischer) endlicher Automat (D)EA bestehlt aus:

Q, einer endlichen Mengevon Zust anden ;
, einer endlichen Menge von Eingab esymbolen, Alphab et;
0] I Q, einer Ub ergangsfunktion ;

s 2 Q, einem Startzustand

F  Q, einer Mengevon Endzust anden .

Bemerkung :
Der Automat hei t

endlich, da die Zustandsmenggvgl. mit Speicher, Gedachtnis) endlich ist;

deterministisch, da eine Funktion ist und der Automat somit in jedem
Sdhritt eindeutig arbeitet. Es gibt keine Zufalligkeiten oder Wahlmeglich-
keiten.

Notation
Wir bezeihinen endliche Automaten auch kurz mit (Q; ; ;s;F).

W as kann ein endlic her Automat?

Gegelen ist eine Eingabe als endliche Folge von Eingabesynbolen. Der Au-
tomat entscheidet, ob die Eingabe zulassigist oder nicht, indem er in einem

7
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Endzustand endet oder nicht.

Formales Sprachkonzept

2.2 Def inition
Ein endlichesAlphab et st eine endliche Menge von Symbolen.

Eine endliche Folge von Symbolen aus heit Wort (mber ).
Die Menge aller Werter eber heit

Die Anzahl der Symbole eines Wortes w ist die Lange von w, sie wird
durch die Kardinalit at von w (jwj) bezeitnet.

Dasleere Wort heit " (j"j = 0); esqilt " 2 fur alle

Aus zwei Wertern wq; w» erhalt man die Konk atenation , d.h. ein Wort
W = w; W, durch Hintereinandersdreiben.

w o= Wi wo =
i Mal

Oft schreiben wir statt w; w» auch nur wyws.

Beispiele:
(1) Sei :=f0;1g. Dann ist

= f iz |?zjl ;PO;OJ{;710; 1}1; PO0,00];(B}0,0lL‘::}:; g

Lange 0 | ange 1 Lange 2 Lenge 3

(2) 01 01= 0101 01 "=01

2.3 Def inition
Eine Menge L von Wertern eber einem Alphabet , d.h. L , heit (for-
male) Sprache uber

Beispiele:

(1) sei =fA, ..., Zg.

L:=fw2 jwist ein Wort der deutschen Spracheg

= fAAL, AAS, AASEN, AASFLIEGE, AASGEIER, ...g(sieheDuden)

(2) Sei =10;1;:::;90.

L:=fw2 j wist Primzahlg= f2;3;5;:::9
(3) Sei beliebig,a?2 .

Jede Sprache wber  ist Elemert der Potenzmenge2 , zum Beispiel

L= ;L=;;L=1f"g L=fag :::
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2.4 Def inition
Lat sich ein Wort w schreibenalsw = u v X, wobei u; v; x beliebige Werter
sind, so hei t:
9

u Prax =

v Teilwort = vonw

X  Sux '
Beispiel

Das Wort TAL hat:

Pra xe P=f",T, TA L TAL g
Su xe S=f",L, AL, TAL g
Teilworte fAgQ[ P[ S

Konstruktion  weiterer Sprachen aus bereits bestehenden Sprachen

2.5 Def inition
SeienL; Lj;L> Spradhen.
Pro duktsprac he: Ly Lo:=fw; wojwy 2 Lg;we2Log
k{fac hes Pro dukt : LK:=fw; wo 0 wejw, 2L furl i Kg;
LO:=f"g
Quotien tensprac he: Li=Ly:=fw2 j9z2L,mitw z2Lg
s
Kleene'sc her Abschluss: L := L'=fw; 0 whjwi 2L;n2 Nog
i 0
. S .
positiv er Absc hluss: L* = L'
>0
Komplemen tsprac he: L¢:= nL

Bemerkungen und Beispiele

Q) ist Kleene'sther Abschlussvon .
(2) SeiL; = f0;10g und L, = f"; 0g. Dann sind:
L, Lo f0; 10;00; 100y
L, f|{£} P{zl? PO; 010,{1200, 10]}0 1lg
LY L1 L2

1

f"; 1;0; 10g

L1:L2

2.6 Def inition
Ein endlicher Automat erk ennt oder akzeptiert eineSpradcel, d.h. eine
Menge von Wertern elber dem Alphabet des Automaten, wenn er nach
Abarbeitung einesWortes w genaudann in einem Endzustand ist, wenn
dasWort w in der Sprache L ist (w2 L).

Eine formale Sprache heit endlic he Automatensprac he, wenneseinen
endlichen Automaten gibt, der sie erkenrt.
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Frage: Welche Sprachen sind endlic he Automatensprac hen?

2.7 Def inition
Eine Spradhe L heit regul ar, wenn fur sie einer der folgenden Punkte
gilt: (induktiv e De nition)
I. Verankerung:
(1) L=fagmit a2 oder
2 L=
I1. Induktion: SeienlL ;L regulare Sprachen

(3) L=1Ly Ly oder
(4) L=1Ly[ Lo oder
G L=1L,

Regular sind also die Sprachen, die sich aus Sprachen vom Typ (1), (2) oder
durch endlich viele Operationen vom Type (3), (4), (5) erzeugenlassen.

Bemerkungen und Beispiele

(1) Die Sprache aller Werter wber f0; 1g, die als vorletztes Zeichen eine 0

L:=(o}{d) {P{ {hH
(1) 1) (1) 1) (1)
N
(T) “)
(5)
3)
3)

Abbildung 2.1: Aufbau der Sprache L

(2) f"gist eineregulare Sprache,dennf"g=; .

2.8 Def inition
Sei eineAlphabet. Eine regulare Sprache mber  kann durch einenregul aren
Ausdruc k bestrieben werden. Dabei bezeidinet:

; denregularen Ausdruck, der die leereMenge besdreibt.

" den regularen Ausdruck, der die Mengef "g besdireibt.
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a den regularen Ausdruck, der die Mengef ag besdreibt.

Wenn ; regulare Ausdrecke sind, die die Sprachen L( );L( ) besdireiben,
so schreibenwir [ ; * bzw. a fur die regularen Ausdrecke, die die
SprachenL( )[ L( );L( ) L( );L( )" bzw.L( ) besdreiben.

Notation
Wir schreibenauch statt L( )undw 2 statt w2 L( ).

Beispiele:
(1) L:=(0[ 1) 00 1) ist der regulare Ausdruck fur die Sprache desobigen
Beispiels.
(2) L:=fw2f0;1g jw enthalt 10als Teilwortg= (0O [ 1) 100 [ 1)
(3) L:=fw2f0;1g jw enthalt 10 nicht als Teilwortg= 0 1 , denn

w201 ) w2lL;alsoist0 1 L.

Seiw 2 L. Dann kommen nach der ersten Eins keine Nullen mehr
vor, d.h. w = w%.:::1 wobei wP keine 1 erthalt. Alsoistw20 1 .

(4) L:=fw2f0;1g jw enthalt 101als Teilwortg= (0O [ 1) 101(0 [ 1)

(5) L :=fw2f0;1g jw enthalt 101 nicht als Teilwortg

Seiw 2 L und w ernthalte 10 genaun-mal als Teilwort (n > 0). D.h.
!

¥y
W= wi10wW,10::: Wy 10Wp+1 = (Wi10) W41 ;
i=1
wobei w; 10 nicht enthalt. Da w 2 L, darf 101 nicht vorkommen. Das
bedeutet, dassw; mit Null beginnt fur alle i > 1. Ausnahmen sind wj,

dasauch mit einer Eins beginnendarf bzw. leer seinkann, und wy .1 , das
audh leer sein darf.

Also gilt I
v 1 '
w = (vi100) Vvn10wWn 41
i=0
mtvi201 farl i nundwpy 2 "[ 00 1)).
Also far einw 2 L, in dem 10 n-mal vorkommt, gilt:
1 !
w2 01100 0110("[ O(01Y))

i=0
) w2(01100)0110("[001)
Insgesant haben wir

L =pgdy[(01200) 01 10("[ 00 1)
O)

() 10 kommt kein Mal vor.
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Ziel:
Weldche Sprachen werden durch endliche Automaten erkannt?
Weldche Besdreibung fer dieseSpradchen gibt es?

Gibt eszu jeder regularen Sprache einen endlichen Automaten, der diese
erkennt?

Konstruktion eineserkennendenAutomaten fer regulare Spradhen.

Zunachst widmen wir uns der ,,Erkennbarkeit\ .

Satz
Jederegulare Sprache wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten
(DEA) akzeptiert.

Bew eis: Seil eineregulare Sprache mber , d.h. L seidurch einenregularen
Ausdruck besdireibbar. Sein die Zahl der [\, .\ bzw. , \ {Zeichenin diesem
Ausdruck.

Induktion wber n; also wber die Struktur von L.

Induktionsanfang n = 0: D.h. L =; oderL =a, dann existieren dazu DEA
(siehe Abbildung 2.2).

Abbildung 2.2: DEA's fur den Induktionsanfang

Induktionssc hlu : Annahme: Es existieren deterministische endliche Auto-
maten fur alle Sprachen, die durch regulare Ausdreicke mit n Zeichen aus
fl ; ; gbesdireibbar sind. Nun soll mindestensein Zeichen mehr enthalten
sein.

SeiL = L[ Lo, wobeilL; und L, regulare Sprachen sind, die durch
einen regularen Ausdruck mit n oder weniger Zeichen besdireibbar
sind. Nach Induktionsannahme existieren deterministische endliche
Automaten, die L1 bzw. L, akzeptieren. Die entsprechenden DEAs
seienA; = (Qi; ; i;si;Fy) fur L fur i = 1;2.
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Abbildung 2.3: EA fur L = L1 [ L

>
e

000

~(2)

0.0

N

Erster Versud, daraus einendeterministischen endlichen Automaten
fur L1 [ L2 zu konstruieren:

Der deterministische endliche Automat (Q; ; ;s;F) fur L meusste
dann wie folgt aussehen:

{ Q= Q1] Q2] fsg (essind die Zustandein Q; bzw. Q. entspre-
chend zu benennen,dassQ;\ Q2= ;)
{ F=F[d
2 1(qa) fallsq2 Q:
{ (@a)=_ 2qa) falsq2Q
" ? fallsg=s
Esme te einenUbergangohneleseneinesZeichensgebenmit Wahl-
meglichkeit. Dies geht jedoch nicht in einem DEA. Neuer Versuc
eber den,Umwed der nichtdeterministischen endlichen Automaten.
Der Beweisvon Satz 2.9 folgt spater.

2.2 Nic htdeterministisc he endlic he Automaten

2.10 Def inition
1. Ein nic htdeterministisc her endlic her Automat (NEA) besteh aus:
Q, einer endlichen Zustandsmenge;
, einem endlichen Alphabet;

, einer Wbergangsfunktion : Q ( [ f"g) ! 29, wobei 29 die
Potenzmengevon Q darstellt.



14 KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN

D.h., bei der Abarbeitung einesEingabesynmbolsaus kann der Au-
tomat sich | nichtdeterministisch | aussuden,in welchen Zustand
aus einer Teilmenge von Q er geht. Er kann auch ohne Lesen ei-
nes Eingabesynbols ,spontan\ sogenantte "-Ubergange ausfihren.

(g;a) kann auch ; sein, d.h. esgibt zu q bei Lesenvon a keinen
Folgezustand.

s, einem Startzustand;

F, einer Menge von Endzustanden;

2. Ein nichtdeterministischer endlicher Automat akzeptiert eine Wort w 2
, wenn eseine Folge von Ubergangengibt (auch "-Ubergange), so dass
er bei Eingabe von w in einen Endzustand gelangt, d.h. bei Eingabe von

w ein Endzustand erreichbar ist.

Beispiel

Der Automat zur ErkennungvonL = L[ L, ausobigemBeweiswersud ist ein
nichtdeterministischer endlicher Automat mit:

8
i(gga) fallsg2 Q;; a2
fsi;s00 fallsg=s; a="

3, falls g2 Q1 [ Qz; a="
T fallsg=s; a2

(@) =

Je nach Verzweigung aus s herauskann der nichtdeterministische endliche Au-
tomat in einem Zustand aus F enden, oder nicht.

Anscheinendsind nichtdeterministische endliche Automaten weserlic he exibler
und machtiger als deterministische !?

Wir werden sehen,dassdies jedoch nicht der Fall ist.

Notation: "-Absc hluss Fur einenZustand g2 Q ist der "{Absc hluss E (q)
wie folgt de niert:

E(g) := p2 Qjpist von g durch eine Folge von "{&bergangenerreichbar

Beadte esqilt:

E(d Q E(g222
q2 E(g

Erw eiterung von

Um "{Ubergangebei der bergangsfunktion berecksichtigen zu kennen, mes-
senwir geeigneterweitern.

1. berucksichtige "-Abschluss:

1Q ( [frg! 2°
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g E(q)  fallsa="
(G a) = > S E(r) fur a2
p2E(a) r2 (p:a)
2. Erweiterung auf Mengenvon Zustanden:
:2% ([ frg! ¢

8 s
2 E(p) falsa="

(Pia)= "%
> (p;a) furaz2
p2P
3. induktiv e Erweiterung auf Werter:
o) 129
8
3 E(g) fallsw="
(qw) = (%W) fallsw= a2
_S (p;a) fallsw=wva; a2 ;jv>0
p2 (qv)

4. Analog fur Mengenvon Zustanden:
29 129

[
(P;w) = (p;w)
p2P

Oft sdhreiben wir auch an Stellen, an denen eigertlich  verwendet werden
messte.

2.11 Def inition
Zwei endliche Automaten, die dieselle Sprache akzeptieren, hei en aquiv alent.

2.12 Satz (Aquiv alenz von NEA's und DEA's)
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt eseinen aquivalen-
ten deterministischen endlichen Automaten.

Bew eis Potenzmengenk onstruktion:

Gegelen seiein nichtdeterministischer endlicher Automat A. Eine Abarbeitung
einesWortes w in A besteht aus einer Folge von "-8Ubergangenund ,edcten\

Ubergangen. Bei jedem echten Ubergangwird ein Symbol abgearteitet. Falls
der nichtdeterministische endliche Automat ein Wort w akzeptiert, dann gibt
es eine Abarbeitung, die in einem Endzustand endet. Der nichtdeterministi-

sche endliche Automat kann also ohne Abarbeitung einesBuchstabensin alle
Zustande des"-Abschluss esubergehen.Ist ein Zustand g bei der Eingabe eines
Wortes erreichbar, so sind dies auch alle Zustande aus E ().

In einem DEA ist die Abarbeitung eines Wortes eindeutig, und es gibt nur
.edte\ Ubergange.

Idee: Jede Abarbeitung des nichtdeterministischen endlichen Automaten wird
durch den deterministischen endlichen Automaten simuliert. Die Zustande des
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Abbildung 2.4: Megliche Abarbeitungen von w = abin einem NEA mit ab 2

L; a6
a b
b
Abbildung 2.5: Die Abarbeitung von w = ab bei einem aquivalenten DEA

DEA bestehendafur aus Mengenvon ZustandendesNEA. Falls der nichtdeter-
ministische endliche Automat dasWort w akzeptiert, dann gibt eseine Abarb ei-
tung, die in einem Endzustand endet. Der deterministische endliche Automat
muss also auch in einem seiner Endzustande enden. Dies sind die Zustande
( Mengenvon Zustanden des nichtdeterministischen endlichen Automaten),
die einen Endzustand des nichtdeterministischen endlichen Automaten enthal-
ten.

Potenzmengenk onstruktion: Gegelen seiein NEA A = (Q; ; ;s;F). Wir
konstruieren daraus einen DEA £ := (®; ;€ s/ F):

® = 29, d.h. die ZustandedesDEA sind Mengenvon ZustandendesNEA.

SHIC) I @ mit &g a)= (ga)fura2 . Esistalsog Q und jeder
Zustand wird mit seinem"{Abschlussim NEA identi ziert.
8:= E(9)

n )

F= q2@jg\ F6;

Dadurch kann man von einemZustand gausbeider Eingabea 2  alle Zustande
erreichen, die im "{Abschlusseiner der meglichen Folgezusendeeinesder (q; a)
(fur g2 @) liegen.

/& ist per Konstruktion ein deterministischer endlicher Automat. Es bleibt zu
zeigen,dassA und & diesele Sprache akzeptieren.

Wir zeigenper Induktion mber die Lange der Werter w, dassfur alle w 2
gilt:
Se;w) = (s;w)

Bemerkung: Wir zeigendamit eine scharfere Aussageals netig, aber dann gilt
audh:
w2L(&), Cegw)2F, (SW)\F6;, w2L(A)
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Induktion eber jwj

Induktionsanfang jwj = 0: D.h. w="; dannist €(g;w) = s.

Konvertion: €g w) = pbedeutet: bei der Abarb eitung von w aus Zustand
gwird Zustand perreicht. Dabeiist w = " erlaubt. (Vergleiche Erweiterung
von auf Werter, Fall 3) Damit ist:

Sew) = 8= E(s) = (s;wW)

Induktionssc hlu  jwj = n + 1: Induktionsvoraussetzungfur alle Werter w°
mit jwg n gilt &e;w% = (s;wY. Seiw so, dassw = wla mit jwj = n

und a2 gilt.
ew) = €(swd);a)
o A (s;w9); a)
= ((ssw9;a) = [ (p;a) = (s;w)
Def € p2 (swO)
Bemerkung :

Nach Konstruktion gilt j®j = 2191, D.h. der Nichtdeterminismus (also die Wahl-
meglichkeit und die "{®&bergange) kann mit einem gewissenZusatzaufwand
(#Zust ande b Speicherplatz) beseitigt werden. Im allgemeinenverringert sich
die Abarbeitungszeit: bei einem DEA ist die Abarbeitung zu w geradejwj, bei
einem NEA ist sie dagegenungewiss.

Beispiel
Sprade aller Werter, derenvorletztes Symbol Oist: L=(0[ 1) 0(0[ 1)

Abbildung 2.6 zeigt einen NEA, der L erkennt, Abbildung 2.7 besdireibt den
aquivalenten DEA, der durch die Potenzmengenlkonstruktion entstanden ist. Fer
diesenergibt sich:

1
()
0 1

01
e RN

®— @1)“. ‘ ‘:)

Abbildung 2.6: NEA fer L Abbildung 2.7: DEA fur L
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Anfangszustandist E(s) = fsg
Zustande sind fsg; fs;qg;fs;f g;fs;q;fg
Endzustandesind fs;f g;fs;q;f g

Alle anderenZustande aus 29, die nicht vorkommen, werden gestrichen.

Wir verwendennun das Konzept der nichtdeterministischen endlichen Automa-
ten fur den noch ausstehendenBeweis von Satz 2.9.

Beweis zu Satz 2.9:
Zu zeigen: Jede regulare Sprache wird von einem deterministischen endlichen
Automaten akzeptiert.

Der Induktionsanfang fur L = ; beziehungsweiseL = a wurde bereits gezeigt.
Wir zeigenhier nur den Induktionsschritt fer regulare SprachenL = L3 [ Lo,
L=1L, Lgunsz Ll'

Seienalsol ; und L, regulare Sprachen, die von den deterministischen endlichen
Automaten A; := (Qi; ; i;Si;Fj) erkannt werden.

Gesudht ist ein deterministischer endlicher Automat zu L1 [ L.

SeiA = (Q; ; ;s;F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
Q:=Q1[ Qz[ fsg(s6Xi), F=F.[ F2und

8
Ef i(qa)g fallsq2Q;; a2 ;i2f12g
! falls 2 Qnfsg; a= "

(G a) = §fsl;szg fallsq=s; a=

; falsq=s; a6 "

Die Abbildung 2.8 illustriert die Konstruktion. Dann gilt o ensichtlich
L(A) = L. Zu A kann ein aquivalenter deterministischer endlicher Auto-
mat konstruiert werden.

Gesudt ist ein deterministischer endlicher Automat zu L, L.

SeiA = (Q; ; ;s;F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
Q:=0Q1[ Qz,8:= 51, F = F, und

8

2f i(qga)g fallsq2Q;; a2 ;i2fl12g
(g;a) := . falls g2 QnFy; a="

" fseg falsg2 Fq; a="

Die Abbildung 2.9 illustriert die Konstruktion. Dann gilt o ensichtlich
L(A) = L. Zu A kann ein aquivalenter deterministischer endlicher Auto-
mat konstruiert werden.
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©0©©

F

Abbildung 2.9: NEA fer L1 Lo

Gesudt ist ein deterministischer endlicher Automat zu L,.

SeiA = (Q; ; ;s;F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
Q:= Q1] fs;fg, wobeisundf neueZustandesind, F := ff gund

; falls g2 QinF.; a="

ffg fallsq2 F1[ fsg;, a=

; fallsq2 fs;fg; a6 "
© fsi10 fallsq2 fs;fg; a="

8
%f 1(ga)g fallsq2 Qi; a2
(ga) = %

Die Abbildung 2.10illustriert die Konstruktion. Dann gilt o ensichtlich
L(A) = L. Zu A kann ein aquivalenter deterministischer endlicher Auto-
mat konstruiert werden.
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Abbildung 2.10: NEA fur L,

Wir haben bei nichtdeterministischen endlichen Automaten explizit "-Uber-
gange erlaubt. Diese sind naterlich bei der Konstruktion von Automaten zu
Spradhen sehr brauchbar. Kommt man auch ohne "-Ubergange aus, ohne die
Anzahl der Zustande zu vergre ern?

Satz

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten mit "-&bergangen gibt
eseinenaquivalenten nichtdeterministischen endlichen Automaten ohne"-Uber-
gangen,der nicht mehr Zustende hat.

Beweis: SeiA = (Q; ; ;s;F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat
mit "{®bergangen.Wir konstruieren einen aquivalenten nichtdeterministischen
endlichen Automaten £ := (®; ;& g;F) ohne"{Ubergange,der dieselke Spra-
che akzeptiert und nicht mehr Zustande hat. Wir wahlen:

Q@:=(QnF)[ F
8:=s

Zu€: Essoll€qa) fura2 genaudie Zustandeenthalten, in die A vonq
ausmit einer beliebigeAnzahl von"{&bergangenund dem ansdlie enden
Lesenvon a kommen kann, d.h.

(
fag falls a =

(E(g);a) sonst

®q;a) =

F:=fqjE(Q)\ F8 g

Damit akzeptiert & dieselke Sprache wie A, und j®j jQj.
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Wir habenmit Satz 2.9 gezeigt,dasseszu jeder regularen Sprache einen (nicht)
deterministischen endlichen Automaten gibt, der sie akzeptiert. Es gilt noch
mehr, namlich dassdie regularen Sprachen genau die Sprachen sind, die durch
einen nichtdeterministischen beziehungsweise deterministischen endlichen Au-
tomaten akzeptiert werden. Es gilt also auch die Umkehrung von Satz 2.9.

Satz
Jede Spradhe, die von einem endlichen Automaten erkannt wird, ist regular.

Bew eis: Sei ein deterministischer endlicher Automat A = (Q; ; ;s;F) ge-
geben, der die Sprache L akzeptiert. Es ist zu zeigen,dassL regular ist. Sei

Q=fay; :::; ho. Esqilt:

L=fw2 A endetnach Abarbeitung von w in einem Zustand aus Fg
Die Abarbeitung eines Wortes w = a; :::ax bewirkt das Durchlaufen einer
Folge von Zustanden s;q; :::; G, wobei nicht notwendig ¢ 6 ¢ fur i 6 |
gilt. Wir suchen die Werter, die eine Folge bewirken, deren letzter Zustand in

F ist. Betrachte dazu fur jeden Zustand f 2 F getrennt die Werter, deren
Abarbeitung in f endet. Zu f 2 F de niere:

L; :=fw2 jA endetnach Abarbeitung vonw in fg
=fw2 jweberfuhrt sin f (im Automaten A)g

S
Damit ist L = ., Lf. Wennwir zeigenkennen, dassfur alle f 2 F
L; regular ist, soist auch L reguler.

Wir denieren zu g ;0 2 Q: Lgq = fw2 j w wberfuhrt ¢ in g g. Insbe-
sonderegilt also:L; = Lgy . Unterteile Lg, q, :

_ Abarbeitung von w aus g nach g hat nur
Lasiqe == W2

(alsow bewirkt: g ! Ly )

Damit gilt Lo ;q, = Lg niqe -

Wir zeigen,dassl g, ;iq, far ;002 Qund 1 i n regular sind:

Zunachst betrachten wir direkte ®berfahrungen, alsoi = 0:

Lo = w2 Abarbeit_ung von w fuhrt von g nadch g
a0 ohne Zwischenzustand

Fallsr = tund somitqg = ¢ ist, istLg ;0 = fa2 j (a;a) = q9[ f"g.

Andernfalls betrachten wir alle w mit ¢ " ¢, ohne Zwischenzus@&nde,

alsoLq 04 =fa2 | (g;a) = qg:

Diese Sprachen sind jeweils regular.
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Betrachte nuni = 1:

w eberfuhrt g in g entwederdirekt oder

Lg 1q = W2
o i unter Benutzung nur von o

Es gilt dann:
LQr;l;Qt = LQr;O;Qt[ LQr ;0,01 qu;O;ql qu;O;Qt
Also ist L, ;1,4 auch wieder regular.

Es gilt allgemein:
Lqr;i+l a = Lqr;i;ch [ Lqr HHeRps) Lqm HHeREe] Lqi+1 gt

Da fur L ;j4+1. nur die SprachenL ;. und [;; verwendetwerden,ist gezeigt
(per Induktion), dassL ..+1. regular ist fer beliebigesi (1 i+ 1 n)und alle
Zustandspaareaus Q2. Damit ist gezeigt,dassinsbesonderels = L, regular
ist fur jedesf 2 F.

Beispiel :

Wir betrachten (Q; ; ;s;F) mit Q = fqu:= s;p:=qg, = f0;1g;F = fsg
und wie in Abbildung 2.11.

01

_. (@)

01
Abbildung 2.11: Beispiel

Es ist die Sprache L gesudit, die durch diesenendlichen Automaten akzeptiert
wird. Esgilt L = Lg,:2,,:

Danniist Lg 0. = " und L0, = (O[ 1) furi;j 2 1,2g;i 6 j.

Lotar = Lasosa [ Lavioiar (Lassoiai) Lawsosgn =
Lgug. = O[ [ ™ (O[ 1)=0[ 1
Lgue = O [ O 1)™ =0[1
L. ="[ O[ 1) (O[ 1)="[ (O[ 1)(O[ 1)

L=1Lg:2zq = La:tign [ (Lar:tiao(Laeitiqe) Lopitiar)

“LOL D@L HE[ 1) O[ 1= ([ DO 1)



2.15

2.2. NICHTDETERMINISTISCHE ENDLICHE AUTOMATEN 23

Wir haben gezeigt, dass die von endlichen Automaten akzeptierten Spracen
genaudie regularen Sprachen sind. (Satz 2.9, Satz 2.14). Dies wird auch als der
Satz von Kleene bezeidinet.

Frage: Was kennen endliche Automaten nicht? Sie kennen keine nicht-regu-
laren Sprachen erkennen.Aber wie zeigt man die Nichtregularit &t einer Sprache?

Beispiel
Die Sprache L der korrekten Klammerausdrecke eiber = f(;)g.
Zum Beispiel:

|

00 . 00 0 2L ((0) : (ON0C 62

Die Klammerung ist genaudann korrekt, wennw gleich viele ® nende wie sdlie-
ende Klammern enthalt, und wenn man w von links nach rechts liest, so gibt
esnie mehr )\ als,(\ bis dahin. (D.h. eswerdenkeine Klammern gesdlossen,
die nicht vorher ges net worden sind.)

Ein Automat, der L erkennenkann, mussin der Lage sein, sich fur ein beliebiges
Wort w 2 L die Anzahl von ( gegemuber) zu merken, alsodie Di erenz zwischen
#( und #). Diesekann aber beliebig gro werden, und der Automat messte
eiber unendliche viele Zustande verfugen. Die Sprache der Klammerausdreicke
ist also zwar simpel, aber wohl nicht regular.

Satz (Pumping{Lemma  fur regul are Sprachen)
SeiL eineregulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n 2 N, so dassfer jedes
Wort w 2 L mit jwj > n eine Darstellung

W= uvx mit juvj n;veé"
existiert, bei der auch uvix 2 L ist fur alle i 2 No.

Beweis: SeiL eine regulare Sprache. Dann existiert ein endlicher Automat,
der L akzeptiert. Sei Q dessenZustandsmengeund n := jQj. Seiw 2 L mit
jwj > n,etwaw = a;:::a,:::am mit m > n. Bei der Abarbeitung von w

mit 0 i;j nundi6j,sodassqg =¢q. geltei<]j.

Abbildung 2.12: Abarbeitungs von w im DEA
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der Abarbeitung einesWortes aus L durchlaufen werden so dassder Zustand
On 2 F erreicht wird. Also gibt eseine Zerlegungvon w in

" (o) (Rgiay (A ie)

\% X

mit juvj nundvé ", sodassauch uvix 2 L fur allei 2 N.

Bemerkung :
Satz 2.15 liefert nur eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fer
die Regularitat einer Sprace.

Beispiele:

(1) Sei = f0;1gund
L=fw2 jwenhalt 10nicht als Teilwort g=0 1 .

Betrachte n = 1 und w = uvx mit u = ". v entspricht also dem ersten
Buchstaben von w. Dann kann uv'x 10 auch nicht als Teilwort besitzen.

(2) Sei = f0;1gundL = 0'1'ji 0 .Wir zeigen,dassL nicht regular
ist.

Fur einn wahlew = 0"1", dannist jwj > n. Fer jede Darstellung w = uvx
mit juvj nundv6 "istaberuv®x = 0'1" (I < n) nicht in L.

(3) Beider Spracheder korrekten Klammerausdreckewahlt man entsprechend
zu Beispiel 2 (")".
n . 0
(4) Sei =1fOgundL = 0K jk2 N .L ist die Sprache aller Werter uber

mit quadratischer Lange.L ist nicht regular.
Denn sein beliebig ausN und w = 0" 2 L bzw.w = 0% falls n = 1, also
jwj > n. Weiter seiw = uvx mit 1 jvj n. Beijeder Wahl von u, v und
x gilt:
uv2x = 0" *IVi 62, denn esgilt:

n<n?+jvj n?+n<(n+ 1)%
(5) Sei = f0;1gund
n
L= w2 w= 1% (k> 0)oderw= 01 (j 1,k 0)

Dann erfullt L den Satz 2.15:Sein = 1und w 2 L mit jwj > 1. w habe
eineDarstellung w = uvx mit juvj nundvé ".Setzeu= "undjvj=1
das erste Symbol von w.

Falls w = 1¥, soist auch uv'x vom Typ 1 2 L.
Falls w = 0 1¥°, soist auch uv®x 2 L (fer j = 1ist uv®x = x = 1)
Furi 1gilt uvix=0*11 2 L.
Trotzdem legt Beispiel 4 nahe,dassL nicht regular ist. Dies lasst sich mit
folgendemverallgemeinertemPumping Lemma zeigen.
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Satz (V erallgemeinertes Pumping Lemma fur regul are Sprachen)
SeilL eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n 2 N, so dassfer jedes
Wort w2 L mit jwj n und jede Darstellung w = tyx mit jyj = n gilt:

fur das Teilwort y existiert eine Darstellung y = uvz mit v 6 " bei der auch
tuv'zx 2 L ist fur allei 2 No.

Bew eis: SeilL eineregulare Spracheund A = (Q; ; ;s;F) derdeterministische
endliche Automat, der L erkenrnt. Setzen := jQj + 1. Seityx 2 L mit jyj = n.

werden. Da dieseFolge mindestenseinen Zykel erthalt, kann y so aufgespalten
werden, dassy = uvz gilt, sodassv der Buchstabenfolge entspricht, die beim
Durchlaufen des Zykels abgearteitet wird. Insbesondereist v nicht leer. Dieser
Zykel kann dann beliebigoft durchlaufen werden,ohnedasssich die Abarbeitung
andert. D.h. auch tuv'zx ist ein gultiges Wort, und der Automat erkenrt es.

Bemerkung :

Satz 2.16 ist eine Verallgemeinerungvon Lemma 2.15, jedoch keine aquiva-
lente Bedingung fur Regularitat. Allerdings kann mit Satz 2.16 fur eine gro e
Klasse von Sprachen Nicht-Regularit at bewiesenwerden.

Beispiel o
Fortsetzung zu Beispiel 5: Zu n seiw = 00 1¢° = tyx mit y = 1". Dann folgt wie
im Beispiel 4 die Nicht-Regularit at.

2.3 Minimierung von Automaten, Aquiv alenz-
klassenautomat

Im Beweiszu Satz2.12in der , Potenzmengenkonstruktion\ haben wir zu einem

nichtdeterministischen endlichen Automaten einen aquivalenten deterministi-

schenendlichen Automaten konstruiert, der allerdings wesertlich mehr Zustande

haben kann. Die Anzahl der Zustande desdeterministischen endlichen Automa-

ten kann exponertiell in der Anzahl der Zustande des nichtdeterministischen

endlichen Automaten sein. Am Beispiel sielt man allerdings, dassoft viele uber-
essigeZustande entstehen.

Frage : Kann man konstruktiv die Anzahl der Zustandeeinesdeterministischen
endlichen Automatens erheblich verringern?

Def inition
Zustande eines(deterministischen) endlichen Automatens, die vom Anfangszu-
stand aus nicht erreichbar sind, hei en mber wssig.

In Beispielin Abbildung 2.13sind die Zustandes;q;; op;f erreichbar, oz und g4
sind uber eissig.

Daraus ergibt sich der erste Schritt bei der Zustandsminimierung, namlich das
Streichen aller eber wssigenZustande. Sind die eber ussigenZustandeleicht zu
nden?

Wir kennen endliche Automaten als gerichtete Graphen au assen. Die wber-
eissigen Zustande entsprechen dann den Knoten, zu denen es vom Anfangs-
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%\
(W
Abbildung 2.13: Beispiel

knoten auskeinengerichteten Weggibt. Eine Tiefensude (D epth{ First Seard,
DFS) in dem Graphen liefert damit alle nicht eiber essigenZustande.

2.18 Satz
Die Mengealler wber wussigenZustande eines(deterministischen) endlichen Au-
tomaten kann in der Zeit O(jQj j j) beredinet werden.

Bew eis: Wende DFS ab dem Startzustand an. Dies erfordert einen Aufwand
proportional zu der Anzahl der Kanten in dem Graphen.

Ein deterministischer endlicher Automat ohne eber wussigeZustande muss je-
doch noch nicht minimal sein.

2.19 Beispiel
SeiL = fw2f0;1g j(jwjo mod 2) = (jwjz mod 2) = 0g, wobei jwj, die An-
zahl der VorkommendesZeichensa 2 in w bezeidnet. L ist alsodie Sprace,
in der sovohl eine gerade Anzahl von Nullen als auch Einsen vorkommt.

Betrachte den deterministischen endlichen Automaten aus Abbildung 2.14 mit
16 Zustandeng; , 0 i;j 3. Seizp die Anzahl der gelesenerNullen und z;
die Anzahl der gelesenerkinsen zu einem Zeitpunkt t. Dann wird der Zustand
g; zum Zeitpunkt t genaudann erreicht, wenn gilt:

i zop mod4 und j  z1 mod 4:

Der Automat in Abbildung 2.15 akzeptiert ebenfalls L, besitzt jedoch nur vier
Zustande.
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Abbildung 2.14: Gitterautomat

Abbildung 2.15: Aquivalenter Automat mit weniger Zustanden
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Zwei Zustande haben dasselke ,, Akzeptanzverhalten\ , wenn esfer dasErreichen
einesEndzustandesdurch Abarb eiten einesWortes w unerheblich ist, aus wel-
chem der beiden Zustande wir starten. Man kann die Anzahl der Zustande nun
reduzieren,indem man Zustande, deren Akzeptanzverhalten gleich ist, , zusam-
menlegl . Im obigen Beispielist dies durch Farbung der Zustande mit gleichem
Verhalten durch gleiche Farben veransdaulicht.

Def inition
Zwei Zustande p und g eines deterministischen endlichen Automaten hei en
aquiv alent (p g), wenn fur alle Werter w 2 gilt:

(psw) 2 F () (gw) 2 F:

O ensichtlich ist  eine Aquivalenzrelation. Mit [p] bezeidhinen wir die Aqui-
valenzklasseder zu p aquivalenten Zustande.

Def inition
Zu einem deterministischen endlichen Automaten A = (Q; ; ;s;F) de nieren
wir den AquivalenzklassenautomaterA = (Q ; ; ;s ;F ) durch:

Q fldja2 Qg

([al; ) = [ (a;2)]
s = ]9]

F =f[f]jf 2 Fg

Satz
Der AquivalenzklassenautomatA  zu einem deterministischen endlichen Auto-
maten A ist wohlde niert.

Bew eis: Wir messenzeigen,dassF und wohlde niert sind, der Rest ist
klar. Dazu zeigenwir:

ein Endzustand kann nur zu einem Endzustand aquivalent sein,

fuhrt aquivalente Zustande beim Lesen dessellen Symbols wieder in
aquivalente Zustande uber.

Far" gilt: (p;")2F, (q")2F.Esist (p;"); (g;") 2 F genaufur p;q2 F.
D.h. fallsp gdanngilt p;g2 F oder p;q62. Also ist F wohlde niert.

Seip . Dann gilt fur alle w 2 (gw) 2 F, (p;w) 2 F. Somit gilt nach
De nition von auch fur alle a 2

((ga)y;w)= (gaw)2 F, (p;aw) = ( (p;a);w) 2 F:

Damit folgt (g;a) (p;a), alsoist auch wohlde niert.
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Satz
Der AquivalenzklassenautomatA zu A akzeptiert dieselte Sprache wie A.

Beweis: Seiw 2 , Qo = S;u;:::; ¢ die Folge der Zustande, die von A

dann, wenn g, 2 F gilt. A akzeptiert w genaudann, wenn [g,] 2 F gilt.
Nach De nition von A ist g, 2 F genaudann, wenn[g,]2 F gilt.

Frage : Wie konstruiert man A zu A? D.h. wie beredinet man alle Aquiva-
lenzklassenzu den Zustandenvon A?

Zu beweisen,dasszwei Zustande p und q aquivalent sind, ersdheint aufwendig,
da nach De nition nachgewiesenwerden me te, dassfer alle w 2 gilt:

(W) 2 F () (gw) 2 F:
Es gibt jedoch unendlich viele w 2

Esist einfacher fur p und g zu zeigen,dassp nicht aquivalent zu qist. Da beneti-
genwir nur ein Wort w 2 mit (p;w) 2 F aber (q;w) 62, beziehungsweise
(p;w) 62F aber (g;w) 2 F.

Notation
Wir bezeitinen ein solchesWort w als Zeuge fur die Nichtaquivalenzvon p und
g und sagenw trennt p und q.

Idee : Wir testen systematisd Zustandspaareauf Nichtaquivalenz, indem wir
alle Worte aus  entsprechend ihrer Lange betrachten und eberprefen, ob sie
Zeugefur Nichtaquivalenz sind.

Frage : Wann kann diesesVerfahren abgebrochen werden?

Seiw = aw ein kurzester Zeugefur p 6 g. Dann ist w° Zeugefur p°:= (p;a) 6

(g;a) = q° Wenn esfur p° 6 o einen kerzeren Zeugenw® gabe, so ware
aw®ein kurzerer Zeugefur p 6 ¢ als w. Dies ist aber ein Widerspruch dazu,
dassw ein kerzester Zeugeist. D.h. wenn wir alle Werter aus in der Rei-
henfolgeihrer Lange darauf testen, ob sie Zeugesind, und fur eine bestimmte
Langekein Zeugemehr fur eine Nichtaquivalenz auftritt, sokann dasVerfahren
abgebrachen werden.

Vorgehensw eise fur die Konstruktion von A aus A

Betrachte alle Zustandspaareund zunachst ", dann alle Elemente aus , dann
alle Werter der Lange2 aus ; und so weiter.

Zunachst betrachte alle Zustande als eine Klasse. Dann trennt " die Zustande
ausF vondenenausQnF . Danach testenwir nur noch Paarevon Zustandenaus
F beziehungsweiseQnF . Durch mindestensein Wort der Langel wird entweder
F oder QnF weiter getrennt, oder das Verfahren ist beendet. Dies wird iterativ
soweitergefehrt mit Wertern wachsenderLange.

Beispiel
Betrachte den Gitterautomat aus Beispiel 2.19, Abbildung 2.14

" trennt TOO; 0%'220; 22? von f01;03; 10;11; 12, 13; 21; 23; 30; 31; 32, 33g

gren
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0 trennt I 16; 3(%'212; 32? von f01;03;11; 13; 21; 23; 31; 33g
rot

1 trennt TOl; 01?;721; 23? von I 11, 13{;731; 33?

blau wei

die Werter 00; 01; 10; 11 trennen keine Zustandspaaremehr.

D.h. die Aquivalenzklassender Zustande sind: s = [00], cqp = [01]; ¢ = [10] und
o = [11].

Frage : Ist der Aquivalenzklassenautomatzu einem deterministischen endlichen
Automaten sdon der aquivalente Automat mit der minimalen Anzahl von
Zustenden?

Um zu beweisen,dassA zu einem deterministischen endlichen Automaten A
minimal ist, konstruieren wir einen minimalen Automaten zu der zugeherigen
Sprache L desDEAs. Dieser Automat ist der ,Automat der Nerode-Relation .
Anschlie end zeigenwir, dassA hechstenssoviele Zustande hat wie jener.

2.24 Def inition
Eine Aquivalenzrelation R mber  heit rechtsin varian t, wennfer alle x;y 2

gilt:
falls x R y sogilt auch xz R yz fur alle z 2
Den Index von R bezeithinen wir mit ind(R) ; er ist die Anzahl der Aquiva-
lenzklassenvon beziglich R.

2.25 Def inition

Fuer eine Sprache L ist die Nero de{Relation R de niert durch:

fur x;y 2 ist X R. y genaudannwenn (xz 2L, yz2 L) furallez?2
gilt.

Bemerkung :

Die Nerode{Relation R, zu einer Sprache L ist eine rechtsinvariante

Aquivalenzrelation, denn R ist o ensichtlich Aquivalenzrelation. Es gilt:

XRLy) (xw2L, yw2L) fur allew?2
) (xzw2 L, yzw2 L) fur allew; z2
) (xz R_ yz) fur allez2

2.26 Satz (von Nero de)
Die folgendenAussagensind aquivalent:

1. L wird von einem deterministischen endlichen Automaten erkannt
bzw. akzeptiert.

2. L ist die Vereinigungvon (einigen) Aquivalenzklassereiner rechtsinvarian-
ten Aquivalenzrelation mit endlichem Index.

3. Die Nerode{Relation hat endlichen Index.
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Bew eis:

1) 2: SeiA = (Q; ; ;s;F) der deterministische endliche Automat, der L
akzeptiert, und R wie folgt de niert:

8x;y2 XRay () (s550)= (siy):

Ra ist eine rechtsinvariante Aquivalenzrelation. Der Index von Ry ist
geradedie Anzahl der nicht mber eissigenZustande von A, also endlich.
Dann ist L naterlich die Vereinigung der Aquivalenzklassenvon R, , die
zu den Endzustandenvon A geheren.

2) 3: SeiR die nach Voraussetzungexistierenderechtsinvariante Aquivalenz-
relation mit endlichem Index. Wir zeigen,dassdie Nerode{Relation R,
eine Vergreberung von R ist, d.h. x R y impliziert x R_ y. Dann ist
naterlich ind(R.) ind(R)< 1.

Seialsox R y. Da R redchtsinvariant ist, gilt fur allez2 :xz R yz. Da
nach Voraussetzungjede Aquivalenzklassevon R entweder ganz oder gar
nicht zu L gebhort, ist xz;yz 2 L oder xz;yz 62. Damit folgt x R .

3) 1: Wir konstruierenzu R einendeterministischen endlichen Automaten,
der L akzeptiert. SeiA = (Q; ; ;s;F) mit:

Q:=f[xlr, ] X2 g, Mengealler Aquivalenzklasserbeziglich R .
Esist alsojQj = ind(R.) < 1.

s=["Ir.,

F := f[w]r, j w2 Lg (wohlde niert)

(XIr, ;@) = [xa]r,

ist wohlde niert, dennfalls [w]g, = [w9r, danngilt w R, w®und
wegenRedtsinvarianz von R, auch wa R wla.

Also ist [walgr, = [wl]g, .

Es bleibt zu zeigen,dass A genau L akzeptiert. Nach Konstruktion ist
(ssw)= (["l;w) = ["w]lr, = [w]r, - Also wird w von A akzeptiert genau
dann, wenn [w] 2 F gilt, d.h. wennw 2 L.

2.27 Korollar
Der im dritten Beweisteil zu Satz 2.26 konstruierte Automat A zu R | der
Automat der Nero de{Relation | ist minimal.

Beweis: Sei A := (Q% ; %s%F9 ein deterministischer endlicher Automat,
der L akzeptiert. Aus 1) 2 folgt, dasseinerechtsinvariante Aquivalenzrelation
Rao mit ind(Rao)  jQY existiert. Wegen2) 3gilt: ind(R.) ind(Rao). Mit
3) 1folgt

jQi = ind(Re) ind(Rao) jQY;

fur den Nerode{Automat A = (Q; ; ;s;F) (sieheoben).
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Satz
Der AquivalenzklassenautomatA zu einem deterministischen endlichen Auto-
maten A ohne uber wussigeZustandeist minimal.

Beweis: A hat naterlich auch keine uber mssigen Zustande. Nach obigem
Korollar gereigt eszu zeigen,dassjQ j = ind(R_), wobeiL die vom Automaten
A bzw. A akzeptierte Sprache ist.

Es bleibt zu zeigen,dassfur alle x;y 2 gilt: xRLy) (s;x) (s;y)

XRLy) 822 :(xz2L, yz2Ll)
) 822 :((s;x2)2F, (s;yz)2F)
) 8z2 1 (((ssx);2)2F, ((siy);2)2F)
) (%) (sy)



Kapitel 3

Turing-Masc hine,
Berec henbark eit

Wie wir im vorigen Kapitel gesehenhaben, sind endliche Automaten als Be-
rechnungsmadell nicht machtig gerug.

Frage : Gibt esein machtigeres, realistischesRechnermodell, dasals Grundlage
fur ,,allgemeiné theoretische Aussageneber ,Berecherbarkeit\ beziehungsweise
+Entscheidbarkeit\ und die ,Komplexitat\ geeignetist?

Wir werden einerseitsals ,realistisched Redcnermodell die Registermasc hi-
ne (RandomA cces#l ascine) einfahren. Andererseits wird uns die Turing-
Masc hine (TM) alsein Rechnermodell dienen,dassich fur allgemeineAussagen
hervorragend eignet.

Zwar scheint die Turing-Maschine nicht besonders,realistisch\ zu sein, d.h. sie
entspricht nicht unsererVorstellung eineswirklic hen Redhners; man kann aller-
dings zeigen(hier nicht), dassdie Turing-Maschine , gleichwertig\ zur Register-
masdine ist, die wiederum einem wirklic hen Redhner modelliert.

Hauptfrage in diesemKapitel: Welche Probleme sind beretherbar?

3.1 Die Registermasc hine

Die RAM bestelt auseinemBefehlsz ahler , einem Akkum ulator , Registern
und einem Programm . Die Inhalte von Befehlsahler, Akkumulator und Re-
gistern sind naterliche Zahlen. Die Register bilden den (unendlichen) Speicher
der Registermastine und haben alle jeweils eine eindeutige Adresse(siehe Ab-
bildung 3.1).

Ein Programm besteht aus einer Folge von Befehlen,wobei die Programmzeilen
durchnumeriert sind. Der Befehlsahler b startet bei Eins und enthalt jeweils
die Nummer desnachsten auszukihrenden Befehls. In den ersten Registern des
Speicherssteht zu Beginn der Berechnung die Eingabe. In den eilbrigen Registern
und im Akkumulator steht zu Beginn Null. Am Ende der Berechnung stehen
die Ausgabedaten in vorher festgelegtenRegistern. Den Inhalt des Registersi

33
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Programm

B Speicher
Befehlszahler b

(1) | o(2) | .........
Ny

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der RAM

Akkumulator

bezeitinet man mit c(i).
Die RAM kann Befehle entsprechend der folgendenListe ausfuhren:

Befehl Wirkung
LOAD i c(0) :=c(i); b=Db+1
STORE i c(i) == c(0); b:=Db+1
ADD i c(0) := c(0) + c(i); b:=Db+1
SUB i c(0) := maxf0;c(0) c(i)g; b:=b+1
MULT i c(0) == p(0) \gli); bi=b+1
DIV i c0:= % ; b=b+1
GOTO j P:: i
b:=j falls c(0)# °

IF c(0)# * GOTO j b= b+ 1 sonst

wobei# 2f ; ;<> 6;=g
END b:=b
Die Befehlekennen modi ziert werdenzu: CLOAD, CSTORE, CADD, CSUB,
CMULT, CDIV, wobei in diesemFall c(i) durch die Konstante i ersetzt wird.
Daneben gibt esnoch die BefehleINDLO AD, INDSTORE, INDADD, INDSUB,
INDMUL T, INDDIV, INDGOTO, beidenenc(i) durch c(c(i)) ersetztwird (in-
direkte Adressierung).

Ublicherweisewird das, uniforme\ Kostenmodell verwendet. Dabei, kostet jede
Programmzeile,bis auf END, eine, Einheit\ . DiesesKostenmaodell ist geredtfer-
tigt, solangekeine gro en Zahlen auftreten. Ansonstenist das, logarithmische\
Kostenmodell realistischer. Kosten entsprechen dann der Lange der benutzten
Zahlen.

3.2 Die Turing-Masc hine

3.2.1 Der Aufbau der Turing-Masc hine

Er nder: Alan Turing (1936)

Die Turing-Maschine bestelt aus einem beidseitig unendlichen Eingabe{ und
Redherband mit einem freibeweglichen Lese-/Sdreibkopf, der von einer endli-
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chenKontrolle gesteuertwird. Das Eingabe{ und Recherband enth alt eineFolge
von Symbolen. Die Kontrolle ist in einem von endlich vielen Zustanden. Dies
entspricht dem Befehlsahler der Registermasaine. Die Zellen desBandesernt-
spredhenden Registernder Registermasdine und enthalten jeweils hechstensein
Symbol aus dem Bandalphabet. Ist die Turing-Maschine in einem bestimmten
Zustand und liest ein Symbol, so geht sie in einen Folgezustand eber, wber-
sdreibt eventuell das Symbol und bewegt den Lese-/Screibkopf eine Stelle
nach rechts, nach links oder eberhaupt nicht.

2 10 1 2 3

Lese-/Screibkopf

endliche Kontrolle

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Turing-Maschine

3.1 Def inition
Eine deterministische Turing-Maschine ((D)TM) bestett aus:

Q, einer endlicher Zustandsmenge,

, einem endlichen Eingabealphabet,
t , einem Blanksymbol mit t 62 ,

, einem endlichen Bandalphabet mit [ ftg ,
s 2 Q, einem Startzustand

0] I Q fL; R; N g, einer Ubergangsfunktion.

Dabei bedeutet L eine Bewegung des Lese-/Sdreibkopfesnach links, R
eine Bewegungnach rechts und N ein Steherbleiben. Die Ubergangsfunk-
tion besdireibt, wie das aktuell eingeleseneZeichen verarbeitet werden
soll.

F  Q, einer Mengevon Endzustanden.
Die Menge der Endzustande kann auch ertfallen.
Bemerkung :

Fur g2 F gilt: 8a2 : (ga) = (q,a;N), d.h. die Berechnung der Turing-
Masahine stoppt.
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. ajb; L .

Abbildung 3.3: bergangvon Zustand g nach p

3.2 Bemerkung

1)

(2)

3)

Der Ubergang (qg;a) = (p;b;L) wird graphisch dargestellt wie in Abbil-
dung 3.3.

Bedeutung: Ist die Turing-Maschine im Zustand q und liest das Symbol
a, so mbersdreibt sie diesesa mit b, gelt auf dem Band eine Stelle nach
links und wechselt in den Zustand p.

Die Turing-Maschine startet im Zustand s, wobei der Lese-/Sdreibkopf
an der linkesten Stelle des Bandes, in der ein Eingabesynbol steht, posi-
tioniert ist. (Konvertion)

Die Turing-Maschine stoppt, wennsiezum erstenMal in einenEndzustand
kommt oder in einem Zustand g ein Symbol a liest und (g;a) = (g;a;N)
ist. Das bedeutet insbesondere,dass Ubergange, die aus Endzustanden
heraustihren, sinnlos sind.

Beispiel :
Die folgende Turing-Maschine (Abbildung 3.4) erkennt alle Werter ausfO0;1g ,
die mit einer Eins beginnen.

Abbildung 3.4: Turing-Maschine fur die Sprache aller Werter aus f0; 1g , die
mit einer Eins beginnen

Au erdem lesdt die Turing-Maschine die fuhrende Eins, falls vorhanden, und
lasstalles andereauf dem Band unverandert. Der Lese-/Screibkopf steht nach
dem Stop links neben der Stelle an der die fuhrende Eins gelesenwurde. Der
Zustand ¢ ist unwesettlic h.

Bemerkungen:

1)

(@)

Es gibt Eingaben, fur die eine Turing-Maschine unter Umstanden niemals
stoppt. Im obigen Beispiel sind das alle Folgen, die nicht mit Eins begin-
nen.

Eine Turing-Maschine erkenrnt nicht nur Mengenvon Wertern ( Spra-
chen), sondern sie verandert auch die Eingabe und hat insofern auch ei-
ne Ausgabe (= Inhalt des Bandes nach der Bearbeitung). Die Turing-
Masdine realisiert also eine partielle Funktion f : ! . Im obigen
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Beispiel ist (
\ falls w = 1v

f(w) =
(W) unde niert sonst

(3) Oft werden wir die Turing-Maschine bezielungsweise deren tJbergangs-
funktion nur unvollstandig besdireiben, zum Beispiel durch

it ; R

Abbildung 3.5: unvollstandige &bergangsfunktion

Dabei ist eine Vervollstandigung immer meglich. Wenn fur eine bestimm-
te Kombination q;a kein Ubergang (q;a) de niert ist, dann stoppt die
Turing-Maschine im Zustand g.

3.3 Def inition
Eine Turing-Maschine akzeptiert eine Eingabew 2, wenn sie nach Lesen
von w in einem Zustand aus F stoppt. Sie akzeptiert eine Sprache L genau
dann, wenn sie aussdlie lic h Werter ausw 2 L als Eingabe akzeptiert.

3.4 Def inition
1. Eine Sprache L heit rekursiv oder entscheidbar , wenn eseine
Turing-Maschine gibt, die auf allen Eingaben stoppt und eine Eingabe w
genaudann akzeptiert, wennw 2 L gilt.

2. Eine Sprache L heit rekursiv-aufz ehlbar oder semi-en tscheid-
bar, wenn es eine Turing-Maschine gibt, die genau die Eingaben w ak-
zeptiert fur die w 2 L. Das Verhalten der Turing-Maschine fur Eingaben
w 62L ist damit nicht de niert. D.h., die Turing-Maschine stoppt entweder
nicht in einem Endzustand oder aber stoppt gar nicht.

Notation

Oft wird die Situation, in der sich eine Turing-Maschine M := (Q; ; ; ;s;F)
be ndet, durch die Angabe der Kon guration in der Form w(qg)av codiert,
wobeiw;v2 ,a2 undqg2 Q sind. Dies bedeutet, dasssich M geradeim
Zustand g be ndet; der Leselopf steht auf dem Zeichen a; links davon steht das
Wort w auf dem Redherband und rechts davon das Wort v.

Beispiel
Abbildung 3.6 zeigt eine Turing-Maschine, die L™ := f0"1": n 19 akzeptiert.
Die Uberprufung der Eingabe 0011 ergibt die folgendenKon gurationen:

t (s)0011, 0(s)011, 00(s)11, 001(cy)1, 0011(ck)t , 001(cp)1, 00(gs)1, O(ck)01,
t (0)001,t (gs) t 001,t (gs)001,t (05)01, O(0e)1, 01(ge)t , O(cR)1, t ()0,
t ()t O,t ()0, t (), t (o)t .
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Oljl;R
OjO;RC@lJl;R »@t}t;L »@MI;L

ONéh
1j1; L

0j0; R
1j1; R

Abbildung 3.6: Turing-Maschine fur L~

Wie bereits erwahnt, kann eine Turing-Maschine auch eine Funktion berednen.

3.5 Def inition
1. Eine Funktion f : ! heit (Turing-)b erechenbar oder totalre-
kursiv , wenn es eine Turing-Maschine gibt, die bei Eingabe von w 2
den Funktionswert f (w) 2 ausgibt.

2. Eine Turing-Maschine realisiert eine Funktion f : ! , falls gilt:
F(w) = Ausgabe der Turing-Maschine, wenn sie bei Eingabe w stoppt
unde niert sonst
Beispiel :

Eine Turing-Maschine, die zur Eingabew 2 (0[ 1) eine Eins addiert, wobei w
als binare Zahl aufgefasstwird. Es sollen nur Eingaben ohne fehrende Nullen
und die Null selbstakzeptiert werden.

Dabei sind die Zustande jeweils fer die folgenden Aufgaben verantwortlic h:
Oi: BewegungdesLese-/Sdreibkopfesnach rechts bis zum Eingabeende

(079 Bildung desUbertrages,der durch die Addition von Eins zu einer bereits
vorhandenenEins entsteht

Os: BewegungdesLese-/Streibkopfesnach links, nachdem die Aufsummie-
rung abgestilossenist (kein Ubertrag mehr)
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1j1; L

0j1; L

Abbildung 3.7: Turing-Maschine fur Addition

Os; 5. Sonderbehandlung fur den Fall der Eingabe O

f: Endzustand

8

2w+ 1 fallsw?2 O[ 1(0[ 1) ,
Esgilt: f(w) = S w interpretiert als Binarzahl

" unde niert sonst

Wir wollen die Konzepte der Entscheidbarkeit von Sprachen und der Beredchen-
barkeit von Funktionen zusammerbringen:

Eine Turing-Maschine akzeptiert eine Sprache L, wenn sie genauauf den
Eingabenw 2 L in einem ausgezeibneten Endzustand stoppt. L ist ent-
scheidbar, wenn es eine Turing-Maschine gibt, die auf allen Eingaben
stoppt und L akzeptiert.

Die Funktion f heit bereterbar, wenn eine Turing-Maschine existiert,
die f realisiert.

Man kann eine Turing-Maschine M , die auf allen Eingaben stoppt, so modi -

zieren, dasseszwei ausgezeibnete Zustande g; und gy gibt und dassM stets
in einemder Zustande q; oder gy halt. Dabei stoppt sie bei der Eingabe w ge-
nau dann in q;, wenn sie w akzeptiert, ansonstenin gy . Damit ist die Sprache
L genaudann entscheidbar, wenn es eine Turing-Maschine gibt, die immer in
einemder Zustandef q; ; gy g stoppt, wobei sie geradefur w 2 L in g; halt.
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3.6 Korollar
Eine Sprache L ist entscheidbar genaudann, wenn ihre charak-
teristisc he Funktion | beretenbar ist, wobei gilt:
(
. 1 fall 2L
L. I f0;1g mit L(w) = als W
0 sonst

Eine Spradie L ist semi-en tscheidbar genaudann, wenn die Funktion
_ beredherbar ist, wobei gilt:

(
1 fallsw 2 L
L(w) =

unde niert  sonst

3.2.2 Die Church'sche These

Die Church'sche Thesebesagt,dassdie Mengeder (T uring-)b erechenbaren Funk-
tionen genaudie Mengeder im intuitiv en Sinne mberhaupt berethenbaren Funk-
tionen ist.

In terpretation

Turing-Maschinen sind formale Modelle fur Algorithmen. Kein Berechnungs\ver-
fahren kann , algorithmisch\ genann werden, wenn es nicht von einer Turing-
Maschine ausfehrbar ist.

Bemerkung :
Die Church'sche Theseist ,,nur\ eine These, kann also nicht bewiesenwerden.
Sieist aber in der Informatik allgemein akzeptiert.

Begr endung

Es existieren keine Beispielevon Funktionen, die als intuitiv beredenbar
angesehernwerden, aber nicht Turing-berehenbar sind.

Alle Versude, realistische Modelle aufzustellen, die machtiger sind als
Turing-Maschinen, schlugen fehl.

Eine Reihe von vellig andersartigen Ansatzen, den Begri der Beredhen-
barkeit formal zu fassen,wie zum Beispiel die Registermastine, haben
sich als ,aquivalent\ erwiesen.

3.2.3 Erw eiterungen der Turing-Masc hine

1. Mehrere Lese-/Sc hreibk epfe

SieheAbbildung 3.8: Mehrere Lese-/Sdreibkepfe (n 2 N) greifen auf das
eine Eingabeband zu und werden von der endlichen Kontrolle gesteuert.
Die Ubergangsfunktionist dannvomTyp :Q "! Q "f L;N;Rg",
und die Zustande g 2 Q kann man als n{T upel au assen. Au erdem st es
netig eine Priorit atenregelfur die einzelnenK epfe anzugelen, falls meh-
rere auf einem Feld des Eingabebandesstehen.
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Abbildung 3.8: TM mit mehrerenLese-/Sdreibkepfen

Abbildung 3.9: TM mit mehrerenBandern

2. Mehrere Bander
Siehe Abbildung 3.9: Ein Lese-/Sdreibkopf kann auf mehrere Eingabe-
bander (n 2 N) zugreifen. Die Ubergangsfunktionist dann vom Typ
1 Q fl,:::;ng! Q fL;N;Rg f1;:::;ng:

3. Mehrere Lese-/Sc hreibk epfe fur mehrere Beander
Wir habenjetzt m Banderund n Lese-/Sdreibkepfe. Die Ubergangsfunk-
tion ist dann vom Typ
:Q " flomg" !t Q " fL;N;Rg" f1;:::;mg":

4. Mehrdimensionale Bander

Das Eingabeband ist nun mehrdimensional, es hat zum Beispiel die Di-
mension zwei, (siehe Abbildung 3.10). Wir spredien dann von einem Ar-
beitsfeld. Dabei ist

0) e fL(eft); U(p); R(ight); D (own); N (othing)g

Fragestellungender Art: ,Wann stoppt eine Mehrkopf-Masciine?2 oder ,Wel-
cher Kopf ,gewinnt’, wenn mehrere Kepfe (versdiedene) Symbole an dieselbe
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Abbildung 3.10: TM mit zweidimensionalemBand

Stelle schreiben wollend messenbei solchen Modi k ationen noch geklart wer-
den. Es hat sich allerdings gezeigt, dass keine dieser , Erweiterungen mehr
leistet, als eine ,normalé Turing-Maschine. Man kann zum Beispiel beweisen,
dassjede k{Band Turing-Maschine durch eine 1{Band Turing-Maschine simu-
liert werdenkann. Das gleiche gilt auch fur alle anderenangegelenenModi k a-
tionen.

3.3 Die univ erselle Turing-Masc hine und unent-
scheidbare Probleme

Wir haben bisher nur Turing-Maschinen betrachtet, die eine bestimmte Auf-
gabe erfullen. Wir wollen nun eine ,universellé Turing-Maschine angeken, die
als Eingabe ein Programm und eine spezielle Eingabe erhalt. Die Aufgabe der
universellen Turing-Maschine bestehlt darin, das gegetene Programm auf der
gegetenenEingabe auszukihren.

Wir betrachten dazu eine ,normierte\ Turing-Maschine, d.h.

Q:="fm; 1, hg
=fag; i ag
=fag; i ek ak+1 ;i a0
SI=
F = fopg

Dies bedeutet keine Einschrankung in der Machtigkeit der Turing-Maschinen;
d.h. jede beliebige Turing-Maschine kann durch eine derart normiert Turing-
Maschine der obigen Form simuliert werden. Jede normierte Turing-Maschine
M lasstsich eindeutig als Wort aus (0 1) kodieren.
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Def inition
SeiM = (Q; ; ; :s;F) eine Turing-Maschine. Die Gedelnummer von M ,
bezeitnet als hMi , ist de niert durch folgende Kodierungsworsdrift:

1. Kodiere (g;&) = (¢;as;d) durch0' 10/ 10" 10510,
wobei d; 2 fdi;d;dsgund d; fur L, dy fur R und d; far N steht.

2. Die Turing-Maschine wird dann kodiert durch:
111code; 11code;11:::11code, 111;

wobei code fur i = 1;:::;z alle Funktionswerte von in beliebiger Rei-
henfolgebesdreibt.

Die eigertlichen Werte der Turing-Maschine werden also (unar) durch Nullen
besdirieben und die Einsen dienen als Begrenzungder Eingabewerte.

Jede Turing-Maschine kann also durch ein Wort aus (O[ 1) kodiert werden.
Umgekehrt besdireibt jedesWort aus(0[ 1) (hechstens)eine Turing-Maschine.
Wir vereinbaren, dassein Wort, daskeine Turing-Maschine in diesemSinne be-
schreibt, (zum Beispiel", 0, 000) eine Turing-Maschine kodiert, die ; akzeptiert.

Eine universelle Turing-Maschine erhalt als Eingabe ein Paar (hMi ;w), wobei
w 2 f0; 1g ist, und sie simuliert M auf w.

Beispiel
SeiM = (foi; ;0 f0;1g;t ;f0;1;tg 5 ; au; f gpg), mit
(r;1) = (a;0;R)
(%6:0) = (a; LR)
(:1) = (®:O;R)
(B;t) = (L L)

M zusammenmit der Eingabe 1011ist dann:

11101001000101@11000101010010011000100100101001100010001000100101111011

Def inition

Zuw 2 f0;1g sei T, die Turing-Maschine mit der Gedelnummer (GN) w,
beziehungsweisedie Turing-Maschine, die ; akzeptiert. L (T, ) ist die Sprade,
die von T,, akzeptiert wird.

Wir konstruieren eine Sprache L 4, die sogenante Diagonalsprac he, wie folgt:
Betrachte die Werter ausf0; 1g in kanonischer Reihenfolge,d.h. w; steht vor
w; (i < j), falls jwij < jw;j oderjw;j = jw;j und w; lexikographisd vor w; steft.
M j seidie Turing-Maschine, die durch die Gedelnummer w; kodiert ist. Wir
konstruieren eine unendliche Tabelle, an deren Position (i; j) fur 1 i;j < 1



44 KAPITEL 3. TURING-MASCHINE, BERECHENBARKEIT

eineNull oder eine Eins steht und welche beinhaltet, ob w; in L(M ;) ist. Damit
gilt fur die Eintrage

1 falls M ; w; akzeptiert
=,
sonst
De niere dazu
Lq = fw; j M akzeptiert w; nichtg:
Lg enthalt also alle w;, fur die auf der Diagonalen an der Stelle (i; i) eine Null
steht. (Dies fehrt spater zu einem Diagonalbeweis (Cantor).)

Beispiel:
w2 f0;1g | Gedelnummer
Wi Wi Wik

1 0 1 0O 1 0 O w; 2 Ly
Wi 0 0 1 0 0 1 1 Wi 62 4
Wi 1 O 0 1 1 0 1 Wi 624
3.9 Satz

Die Sprade Ly ist nicht entscheidbar.

Bew eis: Falls L4 entscheidbar ist, gibt eseine Turing-Maschine M ;, die

(i) stets halt und

(i) genaudie w 2 L4 akzeptiert.
Wendenun M ; auf w; an:

1. Falls w; 2 L4, dann wird w;, wegen(ii) von M ; akzeptiert. Dies ist ein
Widerspruch zur De nition von L.

2. Falls w; 624, dann akzeptiert M ; das Wort w; wegen(ii) nicht. Dies ist
auch ein Widerspruch zur De nition von L.

3.10 Korollar
Die Sprache L§ := f0;1g nLgq ist nicht entscheidbar.

Beweis: Falls L§ entscheidbar ist, gibt es eine Turing-Maschine, die L§ ent-
scheidet. Diese kann aber leicht zu einer Turing-Maschine modi ziert werden,
die L4 entscheidet. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 3.9.

Bemerkung :
Korollar 3.10 kann folgenderma en interpretiert werden: Das Problem, ob ei-
ne Turing-Maschine auf einer Eingabe w stoppt, ist nicht entscheidbar.
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Def inition  (Halteproblem)
Das Halteproblem de niert folgendeSprace

H := fwv ] T, halt auf der Eingabe vg:

Satz
H ist nicht entscheidbar.

Bew eis: Angenommenesexistiert eine stets haltende Turing-Maschine, die H
entscheidet. Wir konstruieren daraus eine stets haltende Turing-Maschine, die
L§ entscheidet, wasim Widerspruch zu Korollar 3.10 steht.

Seiw eine Eingabe, fur die wir entscheidenwollen, ob w 2 L. Wir kennen wie
folgt vorgehen:

1. Berechne dasi, sodassw = wj; ist.
2. Betrachte die durch w; kodierte Turing-Maschine M ;.

3. Wendedie Turing-Maschine fur H auf hM;i w; an.

Falls hM i w; nicht akzeptiert wird, dann halt M ; nicht auf w;. Nach De nition

von H ist alsow; 2 L4 und damit w; 62L§. Falls hMii w; akzeptiert wird,
dann halt M ; auf w;. Dann kennen wir auf der universellen Turing-Maschine
die Berechnung von M ; auf w; simulieren.

Def inition
Die univ erselle Sprache L, uber f0;1g ist de niert durch
Ly:=fwvjv2L(Ty)o:

L, ist alsodie Menge aller Werter wv fur die T,, bei der Eingabe v halt und v
akzeptiert.

Satz
Die Spradche L, ist nicht entscheidbar.

Bew eis: Wir zeigen,dasd , eine Verallgemeinerungvon L§ ist. Das heit wir
nehmenwieder an, dasseseine Turing-Maschine zur Entscheidungvon L, gibt
und zeigen,dasswir damit auch L§ entscheiden kennen. Wir kennen dazu wie
folgt vorgehen:

1. Berechne dasi, fur dasw = wj;.
2. Betrachte die durch w; codierte Turing-Maschine M ;.

3. Wendedie Turing-Maschine fur L, auf hM;i w; an.

Ware L entscheidbar, soauch L§. Dies ist ein Widerspruch zu Korollar 3.10.
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Satz
Die Sprache L, ist semi-ernscheidbar.

Bew eis: Wir benutzen die universelleTuring-Maschine, mit der Eingabe wv:

Falls T,, die Eingabev akzeptiert, gestieht diesnach endlich vielen Scrit-
ten und die universelle Turing-Maschine akzeptiert wv.

Falls T,, die Eingabe v nicht akzeptiert, wird wv von der universellen
Turing-Maschine ebenfalls nicht akzeptiert. Dies ist unabhangig davon,
ob die Simulation stoppt oder nicht.

Bemerkung :
Die Begri e entscheidbar und semi-erischeidbar unterscheiden sich tatsachlich.

Wir haben bisher gezeigt, dasswir kein Programm schreiben kennen, das fer
ein Turing-Maschinen-Programm hMi und eine Eingabe w entscheidet, ob M
auf der Eingabe w halt. Wir werden im folgenden sehen,dasswir aus einem
Programm im allgemeinen keine ,nicht-trivialen\ Eigensdaften der von dem
Programm realisierten Funktion ableiten kennen.

Satz (Satz von Rice)
Sei R die Menge der von Turing-Maschinen beredenbaren Funktionen und S
eine nicht-triviale Teilmengevon R (; 6 S 6 R). Dann ist die Sprache

L(S) := fhMi j M beredinet eine Funktion aus Sg
nicht erntscheidbar.
Bew eis (Skizze):
Zeige,dassH- := fhMi j M halt auf der Eingabe "g unentscheidbar ist

Zeige,dassH¥ nicht entscheidbar ist.

Fehre den Widerspruchsbeweis fur die Nicht-Entscheidbarkeit von L(S),
indem { ausgehendvon einer Turing-Maschine M °fur L(S) { eine Turing-
Maschine M %fur HS konstruiert wird.

Bemerkungen:

(1) Der Satz von Rice hat weitreichende Konsequenzen.Es ist danach zum
Beispiel fur Programme nicht entscheidbar, ob die durch sie de nierte
Spradhe endlich, leer, unendlich oder ganz  ist.

(2) Wir haben hier nur die Unentscheidbarkeit von L4 direkt bewiesen.Die
anderen Beweisefolgten dem folgenden Schema: Um zu zeigen,dassein
Problem A unentscheidbar ist, zeigenwir, wie man mit einem Entschei-
dungswerfahren fur A ein bekannterma en unentscheidbares Problem B
entscheiden kann. Dies liefert den geweinschten Widerspruch.
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Das Post'sc he Korresp ondenzproblem: Ein weiteresunentscheidbaresPro-
blem ist das Post'sche Korrespondenzproblem (PKP). Dabei ist eine endliche
Folge von Wortpaaren

eiber einem endlichen Alphabet  gegeten. Es gilt weiter x; 6 " und y; 6 ".

gibt, sodassxi, :::Xi, = Vi, ::1Yi, Qilt.
Beispiele:
(1) K =((1;1112); (10111 10); (10; 0)) hat die Lesung(2; 1; 1; 3), denn esgilt:

X2X1X1X3 = 10111111G- Y2Y1Y1Y3

(2) K = ((10;101); (011;11); (101; 011)) hat keine Lesung
(3) K = ((001;0); (01;011); (01;101); (10; 001)) hat eineLosungder Lange66.

Satz
Das Post'sche Korrespondezproblemist nicht entscheidbar

Bew eis: Beweis mber Nicht-Entscheidbarkeit des Halteproblems.

Bemerkung :
Eigensdaften von (semi-)ertscheidbaren Sprachen:

1. Die entscheidbaren Spradchen sind abgesblossen unter Komplementbil-
dung, Scnitt und Vereinigung.

2. Die semi-enischeidbaren Sprachen sind abgestlossenunter Scnitt und
Vereinigung, aber nicht unter Komplementbildung.
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Kapitel 4

Komplexit atsklassen

Wir haben bisher nur die Frage erertert: ,Ist eine Sprache L entscheidbar oder
nicht?\ bezietungsweise, Ist eineFunktion berecerbar oder nicht?\ Diesfehrte
zu einer Aussage,ob ein Problem lesbarist oder nicht. Daruberhinaus interes-
siert uns die Frage: ,Wie e zien t kann ein Problem gelest werden? . Die E zi-
enzbezieh sich dabei immer auf die Laufzeit, die benetigt wird, um dasProblem
zu lesen. Wir gehendazu auch im folgenden (entsprechend der Church'schen
These) davon aus, dassdie Turing-Maschine ein aussagekaftiges Beredhnungs-
modell ist.

Bisher haben wir nur deterministische Turing-Maschinen betrachtet. Wir wer-
den nun auch nichtdeterministische Turing-Maschinen einfethren.

Frage: Gibt eseinen ,wesellichen E zienzgewinn\ beim ®bergang der de-
terministischen Turing-Maschine zur nichtdeterministischen Turing-Maschine?
(Vergleiche dazu die Aquivalenz bei endlichen Automaten). Dahinter verbirgt
sich eineder wichtigsten o enen Fragender theoretischen Informatik: P 6 N P?

4.1 Sprachen, Probleme, Zeitk omplexit at
Fragen: Wie stehen Spracie und Probleme im Zusammenhang?Wie sieht ein
typischesProblem aus?

Beispiel Traveling Salesman Problem (TSP):
Gegelen seiein vollstandiger Graph G = (V;E), d.h.

V:=f1:::;ng; E:=ffuvgju,v2V;ué vg;
sowie eine Langenfunktionc: E! Z*.

- Gesudt ist eine Tour (Rundreise), die alle Elemerte ausV enthalt und
minimale Gesantlange unter allen soldhen Touren hat. Gesudt ist also
eine Permutation  auf V, sodass

K1
c( (i); (i+1)+c( (n); (1) minimal ist:
i=1

49
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Dies ist ein Optimierungsproblem
Eine , etwas schwacherd Variante ware:

- Gesudt ist die Langeeiner minimalen Tour.

DieseVariante ist insofern, schwachen , als mit = auch - lesbarist. Noch
.Sschwachen ist:

® Gegelen seizusatzlich zu G und c auch ein Parameterk 2 Z* . Die Frage
ist nun: ,,Gibt eseine Tour, deren Langehechstensk ist?A

O ensichtlich kennen wir mit = beziehungsweise- auch ® lesen.® ist
das zugelwrige Entscheidungsproblem zu -.

Wir werdenhier zunachst nur Entscheidungsprobleme also Probleme, bei denen
die Lesung aus einer Antwort , Ja\ oder ,Nein\ bestelt, betrachten, da diese
mit Sprachen korrespondieren.

Um zu motivieren, dasses, zulassig ist, sich auf Entscheidungsproblemezu be-
schranken, werdenwir am Beispiel desTraveling SalesmanProblems feststellen,
dassman ,leicht\ mit ® auch - und - lesenkann.

Zunachst betrachten wir ein formales Konzept fur die Korrespondenzzwischen
Spradchen und Entscheidungsproblemen:

Ein Problem ist gegelen durch:

1. eine allgemeineBesdreibung aller vorkommendenParameter;

2. eine genaueBesdreibung der Eigensdaften, die die Lesung haben soll.

Ein Problem beispiel | (Instanz ) von erhalten wir, indem wir die Parameter
von festlegen.

Wir interessierenuns fur die Laufzeit von Algorithmen beziehungsweise Be-
rechnungen. Diesewird in der ,Gre e desProblems gemessenDie Gre e des
Problemsist abhangig von der Beschreibung oder Ko dierung aller Problem-
beispiele.

Def inition

Ein Ko dierungssc hema s ordnet jedem Problembeispiel einesProblems eine
Zeichenkette oder Kodierung eber einemAlphabet zu. Die Inputl ange eines
Problembeispielsist die Anzahl des Symbole seiner Kodierung. Dabei gibt es
naterlich versciedeneKodierungsstiemata fur ein bestimmtes Problem.

Beispiel
Zahlen kennen dezimal, binar, unar, usw. kodiert werden. Die Inputl ange von
5127 betragt dann 4 fur dezimal, 13 fur binar und 5127 fur unar.

Wir werdenuns auf ,vernenftige\ Schemata festlegen:

1. Die Kodierung einesProblembeispielssollte keine eber essigeninforma-
tionen enthalten.

2. Zahlen sollen binar (oder k-ar fur k 6 1) kodiert sein.
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Dies bedeutet, die Kodierungslange

einer ganzenZahl n ist blog, jnj + 1c+ 1=: i
(eine 1 benetigt man fur das Vorzeichen);

einer rationalen Zahl r = % ist ri = hpi + hgi;

P
einesVektors X = (xq; :::; Xn) ist hXi = L) hxii;
P P
einer Matrix A2 Q™ Mist bAi := 1 [ heyi.
einesGraphen G = (V;E) kann zum Beispiel durch die Kodierung seiner
Adjazenzmatrix die eines, gewichteten\ Graphen durch die Kodierung der
Gewichtsmatrix besdirieben werden.

Def inition
Zwei Kodierungsstiematass ; s, hei en aquiv alent bezglich einesProblems
falls es Polynome ps; p2 gibt, sodassgilt:

(s1(i=n) js2(1)i  p2(n)) und (jsz2(1)i=m) jsu(l)j  pi(m))

fur alle Problembeispielel von

Ein Entscheidungsproblem kennenwir als Klassevon ProblembeispielenD
au assen. Eine Teilmengedieser Klasseist J D , die Klasse der Ja{Bei-
spiele, d.h. die Problembeispielederen Antwort ,Ja\ ist. Der Rest der Klasse
N D st die Klasseder Nein{Beispiele

Die Korrespondenzzwischen Entscheidungsproblemenund Sprachenist festge-
legt durch das Kodierungssdiema. Ein Problem  und ein Kodierungssdyema
s:D | zerlegen in drei Klassen:

1. Werter aus , die nicht Kodierung einesBeispielsausD sind,

2. Werter aus , die Kodierung einesBeispielsl| 2 N sind,

3. Werter aus , die Kodierung einesBeispielsl 2 J sind.
Die dritte Klasseist die Sprache, die zu im Kodierungsstiemas korrespon-
diert.

Def inition
Die zu einemProblem und einemKodierungssdiemas zugeh erige Sprac he
ist

L[ :s]= x2 ist das Alphabet zu s und x ist Kodierung
e einesJa{Beispiels | von unter s, d.h.1 2 J

Wir betrachten im folgendendeterministische Turing-Maschinen mit zwei End-

zustandenqy ; gy , wobei q; akzeptierenderEndzustand ist. Dann wird die Spra-

che Ly akzeptiert von der Turing-Maschine M , falls

Ly =fx2 jM akzeptiert xg
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Def inition

Eine deterministische Turing-Maschine M lest ein Entscheidungsproblem
unter einemKodierungss@iemas, falls M bei jeder Eingabe eiber dem Eingabe-
Alphabet in einem Endzustand endetund Ly = L[ ;9] ist.

Def inition

Fur eine deterministische Turing-Maschine M , die fur alle Eingaben eiber dem
Eingabe-Alphabet  halt, ist die Zeitk omplexit atsfunktion Ty :Z* ! Z*
de niert durch

9

3 esgibt eine Eingabe x 2 mit jxj = n, so 2

Ty (n) = max_ m dassdie Berechnung von M bei Eingabe x B
M - 2 m Berednungssdiritte (Ubergange) beretigt, 3

bis ein Endzustand erreicht wird

Def inition

Die KlasseP ist die Mengealler Sprachen L (Probleme), fur die eine determi-
nistische Turing-Maschine existiert, deren Zeitkomplexitatsfunktion polynomial
ist, d.h. esexistiert ein Polynom p mit

Tm (n)  p(n):

Bemerkung :

Da wir nur Kodierungsstiemata, die aquivalent zur Binarkodierung sind, be-
trachten, brauchen wir das gewahlte Kodierungsstiema s nicht explizit an zu
geben.

Zureck zu Entscheidungs{ und Optimierungsproblemen. Wir zeigenam Beispiel
des TSP, dassdie Besdirankung auf das Entscheidungsproblemkeine wirklic he
Einschrankung ist. Wir zeigen,dassmit der Lesungfer das Entscheidungspro-
blem auch das Optimierungsproblem ,leicht\ gelost werden kann.

Satz

Falls eseinen Algorithm us gibt, der das Entscheidungsproblemdes TSP in po-
lynomialer Zeit lest, so gibt esauch einen Algorithm us, der das Optimierungs-
problem in polynomialer Zeit lost.

Bew eis: SeiA(n; c;k) ein polynomialer Algorithm us zur Lesung des Entschei-
dungsproblemsdesTSP bei der Eingabe einesGraphen G = (V;E) mit jVj = n,
Langenfunktion c, sowie Parameterk 2 Z*.

Betrachte folgendenAlgorithm us.

Algorithm us OPT{TOUR

Input: G=(V;E), ¢; =c(fi;jg)furi;j 2V :=1fl:::;ng

Output: dj (1 i; n), so dassalle bis auf n der d;j -Werte den Wert
rri]jaxcij + 1 haben. Die restlichen n d; -Werte haben den Wert ¢; und

geben genaudie Kanten einer optimalen Tour an.
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Algorithm us:

1. berechnem : lmax Gj ;
iij n

O und H(igh) := n m;
2. solangeH L > 1 gilt, fuhre aus:

setzelL(ow) :

falls A n;c; %(H +L) = .nein ist,

NN/ ©

1
setzeL := S(H+L) + 1L ( binare Sude )

sonst %
setzeH = %(H +L) ; :

3. falls A(n; c;L) =, nein\ ist,
setzeOPT = H;
sonst
setzeOPT = L;

4, fur i = 1:::n fuhre aus

5. furj = 1:::n fehre aus

6. setzeR:=¢j; ¢ =m+1;
falls A(n; c;OPT) = ,nein\ ist, setzec; = R;
7. setzed; = ¢j;
Bemerkung:

Die Sdleife in Sdritt 2 bricht ab, und danad ist die Dierenz H L
gleich 1 oder 0O, denn:

(@) SolangeH L > 1, andert sich bei jedem Sdleifendurchlauf einer
der Werte H;L,dafur H L > 1qilt, dassL 6 %(H +L) +21und
H 6 %(H + L) ist. Die Dierenz verkleinert sich also mit jedem
Durchlauf und da H und L ganzzahligsind, tritt derFall H L 1
auf jeden Fall ein.

(b) Nach Abbruch der Schleifegilt H L  0: Es kann leicht eingesehen
werden, dass eine Di erenz zwischen H und L von 0 genau durch
Erhehenvon L bei einer aktuellen Dierenz von 2 bzw. 3 erreicht
werden kann und ferner minimal ist (bei einer Di erenz von weniger
als 2 wird die Sdhleife nicht mehr betreten).

Laufzeit:

In 2: wird A(n; ¢;k) etwalog(n m){mal aufgerufen,in 4: wird A(n;c;OPT)
etwa n?{mal aufgerufen.Es nden also O(n? + log(nm)) Aufrufe von A
statt. Die Inputl angeist O(n? log(max c;j )). Da A polynomial ist, ist dies
alsoauch OPT-TOUR.
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4.2 Nic htdeterministisc he Turing-Masc hinen
und die Klasse NP

Wir fuhren eine weitere wichtige Klasse von Sprachen bezielungsweise Ent-

scheidungsproblemenein. Zugrunde liegt dazu die nichtdeterministische Turing-

Maschine (NTM). Bei der nichtdeterministischen Turing-Maschine wird die Uber-
gangsfunktion  zu einer Relation erweitert, die Wahlmeglichkeiten und "{

Ubergange (vergleiche endliche Automaten) ermeglicht. Wir betrachten hier

ein aquivalentes Modell einer nichtdeterministischen Turing-Maschine, die auf

einem Orak el basiert, und der Intuition naher kommt. Diese nichtdetermini-

stische Turing-Maschine erthalt zusatzlich zu der endlichen Kontrolle mit dem
Lese-/Sdreibkopf noch ein Orak elmo dul mit einemeigenenSdreibkopf (siehe
Abbildung 4.1).

Schreib- Lese-/Schreib-
kopf kopf

)

Orakel

endliche Kontrolle

Abbildung 4.1: nichtdeterministische Turing-Maschine

Nichtdeterministische Turing-Maschinen haben wieder genauzwei Endzustande
gy und gy, wobei q; der akzeptierende Endzustand ist. Sie werden analog zu
DTM durch dasOktupel (Q; ;t; ;s; ;0;qu) besdtrieben.

Berechnung bei einer nichtdeterministisc hen Turing-Masc hine

1. Stufe: DasOrakelmodul weist seinenSdreibkopf an, Sdritt fur Schritt ernt-
weder ein Symbol zu schreiben und nach links zu gehenoder anzuhalten.
Falls der Schreibkopf anhalt, wird das Orakelmodul inaktiv, und die end-
liche Zustandskontrolle wird aktiv.

2. Stufe: Ab diesemZeitpunkt lauft die nichtdeterministische Turing-Maschine
genausoab wie eine deterministische Turing-Maschinen-Beredinung. Das
Orakelmodul und sein Schreibkopf sind nicht weiter beteiligt.

Damit akzeptiert eine nichtdeterministische Turing-Maschine M ein Wort
X 2 genau dann, wenn es eine Berechnung gibt, die in q; endet. M ak-
zeptiert die Spradche L genau dann, wenn sie gerade die Werter aus L
akzeptiert.
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Wb ertragung auf Entscheidungsprobleme

Die Eingabe ist ein Wort aus , zum Beispiel eine Kodierung einesProblem-
beispielsl 2 D

1. Stufe: Eswird ein Orakel aus  berednet, zum Beispiel ein ,Losungstei-
spiek fur |, alsoein Indikator, ob1 2 J oderl 2 N gilt.

2. Stufe: Hier wird nun dieserLesungswrsdlag eiberpreft, d.h. eswird gepreft

obl 2J .

Beispiel TSP:

1. Stufe: Es wird zum Beispiel eine Permutation  auf der Knotenmenge V
vorgestlagen.D.h. ( (1);:::; (n)), G = (V;E), cund k bilden die Ein-
gabe.

2. Stufe: Eswird nun mberpruft, ob (V) eineTour in G ernthalt, derenLange
beziglich ¢ nicht gre er als k ist.

Bemerkungen:

(1) Das Orakel kann ein beliebiges Wort aus sein, es muss also nicht
zwangsku g die Struktur einesLesungsteispielsdesProblemshaben. Da-
rum mussin der Bberprefungsphase(2.Stufe) zunachst gepreft werden,
ob das Orakel ein zulassiged_esungsteispielist (beim TSP-Problem muss
beispielsveise erst geprft werden, ob das Orakel aus n Indizes besteh
und ob jeder Knotenindex genau einmal vorkommt). Ist dies nicht der
Fall, sokann die Berechnung zu diesemZeitpunkt mit der Antwort ,Nein\
beendetwerden.

(2) JedeNTM M hat zu einer gegelenenEingabe x eine unendliche Anzahl
meglicher Berechnungen, eine zu jedem Orakel aus . Endet mindestens
einein g, sowird x akzeptiert.

4.8 Def inition
1. Die Zeit , die eine nichtdeterministische Turing-Maschine M benetigt, um
ein Wort x 2 Ly zu akzeptieren,ist de niert als die minimale Anzahl von
Sdrritten, die M in den Zustand q; eberfeihrt.

2. Die Zeitk omplexit atsfunktion Ty :Z* ! Z* einer nichtdeterministi-
schen Turing-Maschine M ist de niert durch
0 8 Lo I 91
< esgibt einx 2 Ly mit jxj=n; so =
Tw (n) == max@1g] m dassdie Zeit, die M benetigt, A
' um x zu akzeptieren, m ist

Bemerkungen:
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(1) Zur Berechnung von Ty (n) wird fer jedesx 2 Ly mit jxj = n die
kerzeste akzeptierendeBeredinung betrachtet, und ansdlie end von die-
sen kurzesten die langste bestimmt. Somit ergibt sich eine worst{case
Abschatzung.

(2) Die Zeitkomplexitat hangt nur von der Anzahl der Schritte ab, die bei einer
akzeptierenden Berechnung auftreten. (Hierbei umfasst die Anzahl der
Sdrritte auch die Scritte der Orakelphase).Per Konvertion ist Ty (n) =
1, falls eskeine Eingabe x der Langen gibt, die von M akzeptiert wird.

4.9 Def inition
Die Klasse N P ist die Menge aller Sprachen L, fur die es eine nichtdeter-
ministische Turing-Maschine gibt, deren Zeitkomplexitatsfunktion polynomial
besdirankt ist. (N P steht fur nic htdeterministisc h polynomial .)

Bemerkung :
Alle Sprachenin N P sind entscheidbar (siehe &bung).

Entsprec hung fer Entscheidungsprobleme

Informell kann man sagen:Ein Entscheidungsproblem gehert zu N P, falls

1. esfur jedesJa-Beispiell 2 J eine Struktur s gibt, mit deren Hilfe die
Korrektheit der Antwort , Ja\ eberpreft werden kann;

2. eseinen Algorithm us gibt, der ein Problembeispiell 2 D und die zu-
gehwrige Struktur s als Input akzeptiert (annimmt) und in einer Laufzeit,
die polynomial in der Kodierungslange von | ist, eberpreft, ob eseine
Struktur ist, aufgrund deren Existenz die Antwort ,Ja\ fur | gegelen
werden muss.

.Lasdh\ ausgedmckt: gebort zu N P, falls  folgendeEigensdaft hat: Ist die
Antwort bei Eingabe einesBeispiels| von ,Ja\, dann kann die Korrektheit
der Antwort in polynomialer Zeit wberpruft werden.

Beispiel :

TSP2 N P: Denn zu gegetenemG = (V;E);c;k und einer festen Permutation
auf V kann man in O(jVj logC), wobei C die gre te vorkommendeZahl ist,

eberpruft werden, ob

K1
cf (i); (i+1g+cf (n); (1)g Kk

i=1

gilt.

4.3 N P{v ollst andige Probleme

Trivialerweisegilt: P NP.
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Frage: Gilt P NP oderP = NP?

Die Vermutung ist, dassP 6 NP gilt, d.h. dasses Probleme in NP gibt,
die nicht in P sind. Dazu betrachten wir Probleme, die zu den , schwersten
Problemen in NP geheren. Dabei ist ,am schwerstend im folgenden Sinne
gemeirt: wenn ein soldes Problem trotzdem in P liegt, so kann man folgern,
dassalle ProblemeausN P in P liegen,d.h. P = N P. DieseProbleme sind also
Kandidaten, um P und N P zu trennen.

Es wird sich zeigen, dass alle diese ,schwersteri Probleme im wesertlichen
.gleich schwen sind:

Def inition
Eine polynomiale Transformation einer Sprache L; ;1 in eine Sprade
Lo , ist eine Funktion f: ;! , mit den Eigensdaften:

1. esexistiert eine polynomiale deterministische Turing-Maschine, die f be-
rechnet;

2. furallex2 gl x2Ls, f(X)2Ly.

Wir schreibendann L1/ L, (Lj ist polynomial transformierbar in L5).

Def inition
Eine Sprache L heit N P {v ollst andig , falls gilt:

1.L2NP und

2. fur alle L°2 NP gilt L/ L.

Bemerkung :
Wir formulieren nun die Begrie polynomial transformierbar und N P-voll-
standig fur Entscheidungsprobleme.

Ein Entscheidungsproblem ; ist polynomial transformierbar in das
Entscheidungsproblem »,, wenn eine Funktion f: D , ! D , existiert
mit folgendenEigensdaften:

2

1. f ist durch einen polynomialen Algorithm us beretenbar;
2.812D ,:123 () f(1)2J ,.

Wir schreibendann 1/ ».
Ein Entscheidungsproblem heit N P -vollst andig, falls gilt:

1. 2NPund
2. fur alle 92 NP gilt 9/

Lemma
/ ist transitiv, d.h. ausL;/ L, und L,/ Lsfolgt L;/ Ls.

Bew eis: Die Hintereinanderaustihrung zweier polynomialer Transformationen
ist wieder eine polynomiale Transformation.
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Korollar
Falls L;;L2 2 NP; Ly / L, und L; NP-vollstandig, dann ist auch L, N P-
vollstandig.

Um also zu zeigen,dassein Entscheidungsproblem N P-vollstandig ist, gehen
wir folgenderma en vor. Wir beweisen:

2NP

fur ein ,bekanntes N P-vollstandigesProblem Ogilt:  ©/

Zunachst meissenwir naterrlich fer ein erstesProblem zeigen,dassalle anderen
ProblemeausN P sich auf diesespolynomial transformieren lassen.Das , ersté
N P-vollstandige Problem ist dasErf mllbark eitsproblem SAT (satis abilit y).

De nition  von SAT
rale). Eine Wahrheitsbelegungfer U ist eine Funktion t: U ! fwahr, falsch g.
Eine Klausel ist ein Boole'sther Ausdruck der Form

yi_iii_Ys mit yi2[u1;:::;umg{qu_l;:::;m?[f wahr; falsch g

Literalmenge

Dann ist SAT wie folgt de niert:

Gegelen: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln eber U

Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegungvon U, sodassC erfullt wird, d.h.
dassalle Klauseln aus C den Wahrheitswert wahr annehmen?

Beispiel
U = fug;upg mit C = fuy _ Uz; U7 _ upg ist Ja-Beispiel von SAT. Mit der
Wabhrheitsbelegungt(u;) = t(uz) = wahr wird C erfullt.

Satz (von Steven Cook 1971)
SAT ist N P-vollstandig.

Bew eis:

1. SAT 2 N P ist o ensichtlich erfellt, dennfur ein Beispiell von SAT (mit n
Klauseln und m Variablen) und einer Wahrheitsbelegungt kannin O(m n)
eberpruft werden, ob t alle Klauseln erfullt, d.h. ob | ein Ja{Beispiel ist.

2. Wir messenzeigen,dassfer jede SpracheL 2 NP gilt: L / Lsat, wobei
Lsat = L[SAT;s] fur ein geeignetesKodierungssdiemas ist. Dazu muss
fur alle SprachenL 2 N P eine polynomiale Transformation f| angegelen
werden, fur die gilt, dassfer alle x 2 ( Alphabet zu L) gilt

x2L () fu(x)2Lsar:
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Wir benetigen eine Konstruktion von f, die zeigt, wie man die Uber-
prefung, ob eine nichtdeterministische Turing-Maschine M zu L ein Wort
X 2 akzeptiert, durch die Angabe von Klauseln simulieren kann. Dazu
berutzen wir, dasseseine nichtdeterministische Turing-Maschine M zu L
gibt, die L in polynomialer Laufzeit erkenrt.

M seigegelendurch (Q; ;t; ;0o; ;qy;0n) und akzeptiere die Sprache
L = Ly in der Laufzeit Ty p(n), wobei p ein Polynom ist. O.B.d.A.
gilt p(n) n.

Bei einer akzeptierendenBerechnung von M fer x 2 ist die Anzahl
der Berechnungsstritte von

Orakelphaseund

Uberpreafungsphase
jeweils bestirankt durch p(n), wenn jxj = n gilt. An einer so bestrank-
ten Berechnung kennen hechstensdie Zellen p(n) bis p(n) + 1 desBan-
desbeteiligt sein, denn zu Anfang steht der Lese-/Screibkopf der Uber-
prefungsphasean der Stelle 1. Der Zustand der deterministischen Stufe
der Beredhnung, d.h. der Uberprefungsphase,ist zu jedem Zeitpunkt ein-
deutig festgelegt,und zwar durch:

den jeweiligen Bandinhalt dieser p(n) bis p(n) + 1 Platze,

den Zustand der endlichen Kontrolle

und der Position desLese-/Screibkopfs.
Dadurch ist esmeglich, eine Berechnung vollstandig durch eine begrenzte

Anzahl von boole'sthen Variablen und eine Belegungdieser Variablen zu
besdireiben.

Es gibt drei Typen von Variablen in dem zugelorigen Problem SAT, die
jeweils eine bestimmte Bedeutung haben:

Variable Gultigk eitsbereich Bedeutung
QIi; k] 0 i p(n) «Zum Zeitpunkt\ i der Uber{

0O k r prefungsphaseist M in Zustand o
HIi; jl 0 i pn) +Zum Zeitpunkt\ i der Uber{

p(n) j p(n)+ 1 prefungsphaseist der Lese{/
Sdhreibkopf an Position j

desBandes
S[hi;j; k] 0 i p(n) «Zum Zeitpunkt\ i der Uber{
p(n) j p(n)+ 1 prefungsphaseist der Bandinhalt
0 k ° an Position j das Symbol sy

Eine Berecdhnungvon M induziert in kanonisher Weiseeine Wahrheitsbe-
legung dieser Variablen. Dabei legenwir , per Konvertion\ fest, dassfalls
M vor dem Zeitpunkt p(n) stoppt, die Berechnung weitergelt, aber , sta-
tisch\ bleibt; d.h. sie bleibt in demselken Zustand, an derselben Position
und der Bandinhalt bleibt unverandert. Der Bandinhalt zum Zeitpunkt 0
der Uberprufungsphasesei: Eingabe x auf Platz 1 bis n und das, Orakel
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w auf Platz 1 bis j wj; ansonstenBlanks. Umgekehrt musseine beliebi-
geWabhrheitsbelegungnicht notwendigerweiseeine Berechnung induzieren.
(zum Beispiel Q[i; k] = Qi; ] fur k 6 7).

Die Transformation f bildet nun ein Problembeispiel x aus auf ein
Problembeispiel von SAT ab, indem sie eine Menge von Klauseln eber
diesenVariablen konstruiert. DieseKlauselmengewird genaudann durch
eineWahrheitsbelegungder Variablen erfellt, wenndie Wahrheitsbelegung
induziert wird durch eine akzeptierende Berechnung fer die Eingabe X,
deren Uberprufungsphasehechstensp(n) Zeit benetigt, und deren Orakel
hechstensLangep(n) hat. Damit kennenwir dann sdhlie en:

x 2 L, esexistiert eine akzeptierendeBerechnung von M
bei Eingabe x
, esexistiert eine akzeptierendeBerechnung von M bei
Eingabe x mit hechstensp(n) Schritten in der Uberprufungs-
phaseund einem Orakel w der Langejwj = p(n)
, esexistiert eine erfullende Wahrheitsbelegungfer die
Klauselmengef | (x)

Dann mussnoch gezeigtwerden, dassf | polynomial beredenbar ist. Zu-
nachst geben wir an, wie die Klauseln konstruiert werden.

Konstruktion  der Klauseln: Die Bewegungsrihitung des Kopfes sei
d2f 1;0;1g. Es gibt sedis Klauselgruppen, die jeweils eine bestimmte
Einschrankung der Wahrheitsbelegungbewirken:

Klausel- Einschrankung / Bedeutung

gruppe

G: Zum Zeitpunkt i ist M in genaueinem Zustand.

G2 Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Screibkopf genaueine
Position.

Gs Zum Zeitpunkt i enthalt jede Bandstelle genauein Symbol
aus .

Gy Festlegungder Anfangskon guration zum Zeitpunkt O:

M ist im Zustand ¢, der Lese-/Schreibkopf steht
an Position 1 desBandes;in den Zellen 1 bis n
steht dasWort x = sy, :::k,
Gs Bis zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand q; erreicht.
Gs Zu jedem Zeitpunkt i folgt die Kon guration von M
zum Zeitpunkt i + 1 aus einer einzigen Anwendungvon
ausder Kon guration von M zum Zeitpunkt i.

Wenn die Klauselgruppen dieseEinschrankungenbewirken, so korrespon-
diert eine erfullende Wahrheitsbelegunggerade mit einer akzeptierenden
Beredhnung von x.

Konstruktion:

Gi: Q[i;0]_:::_QIi;r] fur 0 i p(n),
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Gy:

Gs:

Gy

Gs:
Gsg:

(zu jedem Zeitpunkt i ist M in mindestenseinem Zustand)
Ql;j1_Qli;jq far0 i p(n); 0 j<ij° r,
(zu jedem Zeitpunkt i ist M in nicht mehr als einem Zustand)

H[i; p(n)]_:::_H[i;p(n)+ 1] fur 0 i p(n)

HEJI_HEJT fer0 i p(n)und p(n) j<j® p(n)+1
(analog zu G;)

Shi;j; 01_Shi; j; 1 _:::_S[i;j; '] far 0 i p(n)

und p(n) j p(n)+1

S[i;j; KI_ S[i; j; k9 far 0 i p(n), p(n) j p(n)+1

und 0 k< kO
(analog zu G;)

Q[0; 0], H[O; 1],

S[0; 0; 0]; S[O; 1; k4]; - ::; S[O; n; Kn], falls x = sy, 1::sk, ist

S[O;n+ 1;0];:::; S[0; p(n) + 1;0]

Qlp(n); 1]

bestetlt auszwei Teilgruppen Ge:.1 und Ge:2

Ge:1 bewirkt folgendes:falls M zum Zeitpunkt i an der Position j
das Symbol si hat und der Lese-/Screibkopf nicht an der Position

j steht, dann hat M auch zum Zeitpunkt i + 1 an Position j das
Symbol s fur 0 i< p(n),0 k “und pn) j pn)+ 1L

Shi;jy KI" H[J] =) S[i+ Lj; K]
Dies ergibt die Klausel
S[i;jy Kl _H[; 7] _S[i + 1;j; K]

Ge:2 bewirkt, dassder Wedhselvon einer Kon guration zur nachsten
tatsachlich  entspricht. Sei (tk;sm) = (q ;s ;d). sei gk aus
Qnfgy;qug sonstgilt g = g, S = s, und d= 0. Falls M zum
Zeitpunkt i den Lese-/Sdreibkopf an Position j hat, im Zustand g
ist und an der Stellej dasZeichensy, steht, dannist zum Zeitpunkt
i + 1 der Lese-/Sdreibkopf an Position j + d, an Position j steht s
und M geht in den Zustand q wuber:

(H[; 1~ Qs K]~ S[izj; m]) ) H[i+ Lj +d]
und (H[i;j1~ Qi; k1™ S[i; j; ml)) Q[+ 1; ]
und (H[i; j1~ QIi; k1™ S[i; j; mI))  S[i + L;j; ]

Dies ergibt folgendeKlauseln

H[i; j1_QI; KI_S[i; j; m]_HI[i+ 1;j +d]

Hj1_Qli; k] _ S[i;j; m]_Q[i + 1; ]

H[i; j1_ QM KI_ S[i; j; m]_ S[i + L;j; ]
far 0 i< p(n); pn) j pn)+30 k r;0 m
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Durch f| wird nun ein Input (M ;x) auf die Klauselmenge
G=G; "Gyt Ge

abgebildet. Wenn x 2 L, dann ist G erfullbar. Andererseits induziert ei-
ne erfellende Wahrheitsbelegungder Variablen aus G eine akzeptierende
Berechnung von M fer die Eingabe x 2 L.

gebildet werdenkennen.Dazu meisssenwir die Gre e der Klauselgruppen,
also die Anzahl der Literale, absdhatzen.

Gi: (p(n) + 1)(r + 1)+ (p(n) + 1)3(r(r + 1))

Gz: (p(n) + 1)(2p(n) + 1)+ (p(n) + 1)3(2p(n) (2p(n) + 1))

Gs: (p(n) + 1)(2p(n) + 1)(" + 1)+ (p(n) + 1)(2p(n) + )5 ( + 1))
Gs: 2+ (n+ 1)+ (p(n)+2 (n+ 1)) =p(n)+4

Gs: 1

Ge: P(n)(‘ + 1)({2;0(n) +2) §+ P(n)(p(n) + 2)(r{7+ nC+1) 3 ?

G6;1 GG;Z

r und ° sind Konstanten, die durch M (und damit durch L) induziert
werden, p(n) ist ein Polynom in n. Also sind alle Gre en polynomial in
n. Die angegelene Funktion f ist also eine polynomiale Transformation
von L nach LsaT.

Wir betrachten nun eine eingesbrrankte VersiondesErfellbark eitsproblems, die
uns spater dabei hilfreich seinwird, die N P{V ollstandigkeit weiterer Probleme
Zu zeigen.

Problem 3SAT
Gegelen: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln eber U, wobei jede
Klausel genaudrei Literale enthalt.

Frage: Existiert eine erfullende Wahrheitsbelegungfer C?

Satz
Das Problem 3SAT ist N P-vollstandig.

Bew eis:

1. 3SAT2 N P, dennfuer einefesteWahrheitsbelegungt kann in polynomialer
Zeit (O(n), falls jCj =: n) wberpruft werden, ob t alle Klauseln aus C
erfullt.

2. Wir zeigenSAT / 3SAT durch Angabe einer polynomialen Transforma-
tion, die jeder Instanz von SAT eine Instanz von 3SAT zuordnet, und fer
die Ja-Beispiele von 3SAT genau die Bilder von Ja-Beispielenvon SAT
sind.

selnfur SAT, alsojCj = n;jUj = m. Die polynomiale Transformation von
SAT nach 3SAT wird wie folgt konstruiert:
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Besteht die Klausel ¢ aus einem Literal x sowird ¢ auf x _ x _ X
abgebildet.

Besteht die Klausel c auszwei Literalen x _y sowird caufx _y X
abgebildet.

Klauseln mit drei Literalen werden auf sich selbstabgebildet.

Enthalt eineKlauselk > 3 Literale, wird siedurch k 2 neueKlauseln
mit jeweils genaudrei Literalen ersetzt. Dazu werdenfer jede solche
Klausel k 3 neue Variablen eingekihrt. Seialsoc = x; _ i@ Xk

ersetzt durch die folgendenk 2 Klauseln:

X1_ X2 _ Ye1
Ye;1 _ X3 _ Ye;2

Yek 4_Xk 2 _ Yek 3
Yek 3_ Xk 1 _ Xk

DieseKlauseln lassensich in polynomialer Zeit konstruieren (O(jCj jUj) =
O(nm)). Wir meissennoch zeigen,dassdie Klauselmengevon SAT genau
dann erfellbar ist, wenn die sokonstruierte Klauselmengevon 3SAT erfull-
bar ist.

Seizunachst die Klauselmengezu SAT erfellbar. Dann wird in jeder Klau-
selc= x31 _ :::_ Xx mindestensein x; wahr gesetztvon einer erfellenden
Wabhrheitsbelegung.Der Fall fur k 3 ist damit klar. Seinun k > 3.

(a) Falls x; = wahr oder x, = wahr gesetztwird, so erfullt die Erweite-
rung dieser Wahrheitsbelegung,die alle y; falsch setzt, alle neuen
Klauseln zu C.

(b) Falls x; = wahr ist fur i > 2, soerfullt die Erweiterung

wahr fals1 | i 2
falsch fallsi 1 j k 3

Yeij =

alle Klauseln zu C.

Um die Umkehrung zu zeigen (d.h. SAT-Instanz ist erfellbar, falls die
dazu konstruierte 3SAT{Instanz erfullbar ist), beweisenwir, dass, wenn
die SAT-Instanz nicht erfellbar ist, so ist die 3SAT-Instanz auch nicht
erfullbar. Falls die SAT-Instanz nicht erfullbar ist, so existiert fur jede

Wabhrheitsbelegung eine Klausel C = x; _ :::_ Xi bei der alle x; auf
falsch gesetztsind. Um die zugehorige 3SAT-Instanz zu erfullen, me ten
alleye; (1 j k 3)wahrgesetztwerden.Dann ist allerdings die letzte

Klausel ¥ _ Xk 1 _ Xk nicht erfellt. Also ist auch die 3SAT{Instanz
nicht erfellbar.
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Wir betrachten nun einige weiter Probleme.

Def inition .

Eine Cliqgue in einem Graphen G = (V;E) ist V V so, dassfur allei;j 2
0 . . . P

V;i6j,qit fi;jg2 E.

Problem CLIQUE

Gegelen: Graph G = (V;E) und ein ParameterK  jVj

Frage: Gibt esin G eineClique der Gre e mindestensK ?

Satz
Das CLIQUE{Problem ist N P{v ollstandig.

Bew eis:
1. CLIQUE 2 NP: WUbung.

2. Wir zeigendie N P{V ollstandigkeit durch Angabe einer Transformation

fur 3SAT. Wir transformieren diesesProblembeispiel in einen Graphen
G=(V;E)und K 2 Z* fur CLIQUE wie folgt: V enthalt 3n Knoten v;;
far 1 i n; 1 j 3, entsprechend allen Vorkommenvon Literalen.

vij und v, sind durch Kanten aus E verbunden genaudann, wenn:
(a) i 6 k, d.h. wenn die entsprechendenLiterale in verstdiedenenKlau-
selnvorkommen
(b) xj 6 Xir, d.h. wenndie ertsprechendenLiterale gleichzeitig erfullbar
sind.
Au erdem wird K = n gesetzt.

Beispiel:

SeiC = fuy _up Uz, up Uz _ ug Up_ Uy TUzg. Dann entspricht
Knotennummer | Vi1 Vi2 Vi3 V21 Voo Vo3 V31 V32 V33
Literal [ur u T u T Uz U U Us.

Soergibt sich G wie in Abbildung 4.2.

ur u U3

Abbildung 4.2: Graph G aus 3SAT / CLIQUE
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Wenn das Problembeispiel von 3SAT erfullbar ist, kann in jeder der n
Klauseln mindestensein Literal mit wahr belegt werden. D.h. n versdie-
dene Vorkommen von Literalen kennen gleichzeitig erfullt werden, und
damit bilden die zugehorigen n Knoten aus G eine Clique.

Gibt esumgekehrt in G eine Clique der Gre e mindestensn, so existieren
n versdiedene Vorkommen von Literalen, die gleichzeitig erfullbar sind
und die wegen(a) in versdiedenenKlauseln liegen. Also ist die gesante
Klauselmengeerfullbar. 2

Problem 2SAT

Gegelen: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln eber U, wobei jede
Klausel genauzwei Literale enthalt.

Frage: Existiert eine erfullende Wahrheitsbelegungfer C?

Im Gegensatzzu 3SAT kann man zu 2SAT direkt einenpolynomialen Algorith-
mus angegelen. Also ist 2SAT2 P. (ohne Beweis| vgl. Ubungsblatt)

Problem Max2SA T

Gegelen: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln uber U, wobei jede
Klausel genauzwei Literale erthalt und eine Zahl K 2 N.

Frage:  Existiert eineWahrheitsbelegung,die mindestenskK Klauseln erfullt?

Im Gegensatzzu 2SAT ist Max2SAT wieder N P-vollstandig (Beweis durch
Transformation von 3SAT | vgl. Ubungsblatt).

Um einerseitseinen , Grundstock\ N P{v ollstandiger Probleme zu haben, und
uns andererseitsmit Tecniken zum Beweis von N P{V ollstandigkeit vertraut
zu machen, beweisenwir nun die N P{V ollstandigkeit einiger Probleme ausver-
scthiedenenGebieten.

Problem COLOR
Gegelen: Graph G = (V;E) und ein Parameter K 2 N.

Frage: Gibt eseine Knotenfarbung von G mit hechstensK Farben, so dass
je zwei adjazerte Knoten verstiedeneFarben besitzen?

3COLOR bezeitinet das Problem COLOR mit festem Parameter K = 3.

COLOR erntspricht also dem Optimierungproblem, bei dem eine minimale An-
zahl benetigter Farben gesutt ist. Dagegenist 3COLOR das Entscheidungs-
problem, fur einen Graphen zu entscheiden, ob er dreifarbbar ist.

Satz
3COLOR ist N P{v ollstandig.

Bew eis:
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1. 3COLOR 2 NP, da fur G = (V;E) und eine Farbung von G mit drei

Farbenin O(jEj) mberpruft werden kann, ob diesezulassigist.

. Wir zeigen,dass3SAT / 3COLOR.

phen G derart, dassl erfellbar ist genaudann, wenn G dreifarbbar ist.

Wir beginnen die Konstruktion von G mit einem aus den , Eckknoten\
t; f und a bestehenden,Hauptdreieck\ D. t; f und a sind zugleich die drei
Farben, mit denenG gefarbt werden soll.

Interpretation: t$ wahr, f b falsch .

Fer jede Variable u 2 U bilde ein Dreiedk D, mit Eckknoten u; u und a.
Wir haben alson + 1 Dreiecke, die den Knoten a gemeinsamhaben.

Interpretation:  Falls u mit ,t\ gefarbt wird, somussu mit ,f\ gefarbt
werden.

Betrachte nun eineKlausel ¢ = x _y _ z; X;y;Z2 2 fuj;u; 2 u 2 Ug. Wir
fuhren zu ¢; eine Komponerte C; ein, bestehendaus seds Knoten, einem
«inneren Dreiedk\ und drei ,Satelliten\ (siehe Abbildung 4.3).

Abbildung 4.3: Komponerte C;

Jederder drei Satelliten wird mit einemder Literale x; y; z verbundenund
alle drei Satelliten werden mit dem Eckknoten t in D verbunden. Da der
konstruierte Graph O(n + m) viele Knoten hat, ist die Transformation
o ensichtlich polynomial.

Beispiel
C1= U;_ Uz Uz, C= Ui_ Uy Uz mit up:= wahrund us := wahr ergibt
einen Graphen wie in Abbildung 4.4.

Zeige zunachst: Falls | erfullbar, soist G dreifarbbar.

Betrachte eine erfellende Wahrheitsbelegungfur U. D ist mit t;f und
a wie angegelen ,gefarbt\ . Die Knoten u; bzw. u; werden entsprechend
ihrem Wahrheitswert mit ,t\ oder ,f\ gefarbt. Fur jede Klausel gibt es
mindestensein Literal, daswahr ist. Wahle pro Klausel jeweils ein solches
Literal ausund farbe den mit dem entsprechenden Knoten verbundenen
Satelliten in der zugehorigen Klauselkomponerte mit ,f\, die beiden an-
deren mit ,a . Dann kann das zugetwrige innere Dreiedk o ensichtlich
ebenfalls mit a;t und f zulassiggefarbt werden.

Zeige nun: Falls G dreifarbbar, soist | erfullbar.
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1

Abbildung 4.4: Graph zu einem 3SAT-Problem mit zwei Klauseln

Betrachte zunachst die Dreifarbung des Hauptdreiecks D und , interpre-
tiere\ die Farben entsprechend den Knoten von D. Dann induziert die
Dreifarbung der Dreiedke D, eine konsisterte Wahrheitsbelegungvon U.
Da fur die Klauselkomponerten alle Satelliten mit ,t\ verbunden sind,
und die inneren Dreiecke der C;-Komponerten mit drei Farben gefarbt
sind, muss jeweils mindestens ein Satellit mit ,f\ gefrbt sein. Daraus
folgt, dassder damit verbundene Literalknoten mit ,t\ gefarbt ist, das
entsprechendeLiteral alsodie entsprechendeKlausel erfuillt.
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Abbildung 4.5: Konstruktion der Mengen S¢;c 2 C; fur einen Knoten v 2 V
einesGraphen G = (V;E).

Problem EXA CT COVER
Gegelen: Eine endliche Menge X und eine Familie S von Teilmengenvon X .

Frage: Existiert eine Men es’ S, so dassjedesElemert aus X in genau
einer Mengeaus S liegt?

Beispiel:

X =11,2;:::;7q,

S=ff 1,2,3g;f1;2;4g;f2;3;4g;f 1, 3; 49; f 1, 5g; f 3; 5g; f 1; 39; f 5; 6; 7g;
f4,5,69;f4,5,79,f4;6,79;f 5,69, 5; 79, 6; 799,

S’ = ff 1;5q;f 2; 3; 4g; f 6; 790:

Satz
EXACT COVER ist N P{vollstandig.

Bew eis:
O ensichtlich ist EXACT COVER in NP.

Wir beweisen3COLOR / EXACT COVER.

Fur einenbeliebigenGraphen G = (V; E) geben wir also ein Beispiel (X ;S) fur
EXACT COVER an, daseine exakte Uberdedkung s’ besitzt genaudann, wenn
G dreifarbbar ist.

SeiC = fr(ot);b(lau); g(ren)g fur v 2 V. SeiN(v) .= fu2 V : fu;vg 2 Eg
die Nachbarschaft von v. Die Menge X ernthalte fur jedesv 2 V ein ,Element\
v und jeweils 3 jN (v)j + 3 zusatzliche Elemente. Zu jedemv 2 V gebe esin S
drei disjunkte Mengen S!; SP; S¢ mit jeweils jN (v)j + 1 Elemerten. Au erdem
enthalte S fur jedesv drei zweielemenige Mengenfv; e, g;fv;elg und fv; elg
mit €, 2 S}, e 2 SP und ¥ 2 SY.

Interpretation: S| entspricht der ,Farbé r, enthalt fur jeden Knoten aus
N (v) eine Kopie und einen zusatzlichen Knoten €.

Beispiel:
Abbildung 4.5 zeigt, wie man zu einemKnoten v 2 V einesGraphenG = (V;E)
die Mengen S¢;c 2 C; konstruiert.
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= Mengenim EXACT COVER

Abbildung 4.6: Konstruktion der Mengen fu\c,;vﬁog;c 6 c; fur eine Kante
fu;vg2 E einesGraphen G = (V;E).

Au erdem erthalt S fur jede Kante fu;vg2 E und je zwei c;,c’2C,c6 ¢, die
0

0 0
zweielemertigen Mengenfug;vg g, uy 2 S¢ Kopie\ von u, v 2 S ., Kopiel
von v.

Beispiel:
Abbildung 4.6 zeigt, wie man zu einer Kante fu;vg 2 E einesGraphen G =

0
(V; E) die zweielemertigen Mengenfug; v g;c 6 ¢’; konstruiert. Die Konstruk-
tion ist polynomial in der Gre e von G.

Zoeige zunachst: Falls G dreifarbbar, so existiert eine exakte Uberdedung
S S fur X. Dazuenspreche :V ! C einer zulassigenDreifarbung.

S’ enthalte fur jedesv 2 V die Mengenfv;e\,(")g und S¢ mit c6 (v). Diese
Mengen eberdeden alle Elemerte exakt, au er den Elemerten der Form u, ),
v fur fu;vg 2 E. Daher enthalte S’ fur jede Kante fu;vg 2 E die Menge
fu,“: v, g. Diese Menge existiert, da (u) 6 (v), und damit eberdedt S’
jedes Element aus X genau einmal. (Siehe Abbildung 4.6 far (u) = b und

(v) = r. Aus Grenden der Ubersidtlichkeit sind die Mengen fw};vS g fur
c6 r;fv;wg 2 E bzw. fwd; uSg fur c 6 b;fu;wg 2 E, weldhe ebenfalls zu s’
geboren, nicht eingezeitinet.)

Zeige nun: Falls eine exakte Uberdedung s” S existiert fur (X;S), soist G
dreifarbbar.

Seialso S’ eine exakte Uberdedkung. JedesElemert v mussvon genau einer
Menge der Form fv; eSg uberdedt sein. Dies induziert eine Farbung von G
mit den Farbenr, b und g. Wir messenbeweisen,dassdiese Farbung zulassig
ist, d.h. (v) 6 (u) fur fu;vg2 E. Da fur jedesv bereitsfv;e\,(")g 2 S, kann
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€S mit ¢c6 (v) nur durch die Menge S¢ eberdekt werden. Da die Mengender
Form fv;e\,(")g und S, c6 (v), alle Elemerte au er den uy ) mit fu;vg 2

E wberdedken, messenauch die Mengenfuv(v);vu(“)g fur fu;vg 2 E in s’
enthalten sein. Fur diesegilt per Konstruktion (v) 6 (u).

Problem SUBSET SUM
Gegelen: Eine endliche Menge M, eine Gewichtsfunktion w : M ! Np und

K 2 No.
Frage:  Existiert eineTeiImengeM0 M mit
X
w(a) =K ?
a2M?°

Lemma
SUBSET SUM ist N P{v ollstandig.

Bew eis: Zeigen:EXACT COVER / SUBSET SUM.
Sei(X;S) mit X = f0;1;:::;m 1g beliebigesBeispiel far EXACT COVER.
SetzeM := S und de niere w: M ! Ng bzw. K folgenderma en:
Zux 2 X deniere #x :=jfY 2 S:x2Yq;.
Setze
p:= max#x+ 1;
x2X

und ordne Y 2 S das Gewicht

X
w(Y) = p*
X2Y
ZU. Setze
14 1
K = p*:
x=0

SeiS’ S exakte Uberdedung von (X ; S). Dann gilt
X X X X 1
w(Y) = =Py
y2s? Y2s°x2Y x=0
da jedesx 2 X genaueinmal eberdedt wird. s’ erfullt also die Bedingung fer
SUBSET SUM.
Ist andererseitsS’ M = S eine geeigneteMenge fur SUBSET SUM, so gilt
X X 1
w(Y)=K = p*:
Y2s® x=0

D.h. jedesx 2 X kommt in genaueinemY 2 s’ vor. S’ ist also eine exakte
Uberdedung.
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Veranschaulic hung:

Kodierew(Y) fur Y 2 S als String aus Nullen und Einsen der Langem, wobei

an i-ter Stelle eine 1 steit genaudann, wenni 2 Y; entsprechend ist K ein

String der Langem aus Einsen.

Die komponertenweiseAddition der zu einer TeilmengeYy;:::; Yy von S geheri-

gen Strings w(Y1);:::;w(Yy) ergibt einen String der Lange m, an desseni-ter

§telle steht in WleV|eIen derY;(j = 1;:::;n) dasElemert i vorkommt.
va2soW(Y) = K bedeutet also, dassledesx 2 X in genaueinemY 2 S’

vorkommt.

b Zahlendarstellung zu Basis p.

Problem PAR TITION
Gegelen: Eine endliche MengeM und eine Gewichtsfunktion w: M ! Np.

Frage:  Existiert eineTeiImengeM0 M mit

X X
w(a) = w(a) ?

a2M?® a2Mnm °

Korollar
PARTITION ist N P{vollstandig.

Bew eis: Zeigen:SUBSET SUM / PARTITION.
Zu (M;w; K) Beispiel fur SUBSET SUM de niere

X
N := w(@+ 1, M = M] fbjegmit w(b) ;= N K undw(c):=K + 1:
az2M
Dann ist (M ;w) Beispiel fur PARTITION und esgilt:
0 X X 00 00,
9M M mit w(a) = @ () oM M mit w(M ) = K:
a2m° a2M nMm°

Denn da b und ¢ nicht beidein M’ bzw M nM° sein kennen, kann 0.B.d.A.
b2 M’ angenommenwerden Ist M° eine Menge,welche dle linke Selte erfullt,

so muss w(M ) N gelten (da w(M ) = 2N) und M” = M nfbg erfullt
die Bedingung fur SUBSET SUM Ist andererseltsM * eine Menge, welche die
rechte Seite erfullt, soerfullt M° [ f bg die Bedingung fur PARTITION.

Problem KNAPSA CK
Gegelen: Eine endliche Menge M, eine Gewichtsfunktion w : M ! Ny, eine
Kostenfunktion c: M ! Ng und W;C 2 Ng:

Frage:  Existiert eineTeiImengeM0 M mit
X w(a) W und
a2m?°
X
ca) C?2
a2m°
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Korollar
KNAPSACK ist N P{v ollstandig.

Bew eis: Zeigen: PARTITION / KNAPSA CK. .
Wabhle zu (M ; w) Beispiel von PARTITION MengeM , Gewichtsfunktion w' :=
2w, Kostenfunktion ¢:= 2w und W = C ;= _,, w(a).

Wir haben nun gesehengdassalle N P{v ollstandigen Probleme im weserlichen
gleich ,schwen sind, da esimmer eine polynomiale Transformation von einem
zum anderenProblem gibt. Dies hat aber auch Auswirkungen auf die Frage, ob
P = NP ist.

Lemma
SeiL N P-vollstandig, dann gilt:

1.L2P=) P=NP
2. L 62P, sogilt fur alle N P-vollstandigen Sprachen L° dassL%62P gilt.

Bew eis:

1. Wenn L 2 P ist, so existiert eine polynomiale deterministische Turing-
Masdine fur L. Dann liefert die Hintereinanderauskhrung der polynomia-
len Transformation zu L°/ L und dieserpolynomialen Berechnung fur L
wieder eine polynomiale deterministische Turing-Maschinen-Beretnung
fur LO Damit ist fur alle L°2 NP auch L°2 P.

2. SeiL 62P, aber angenommenfur eine N P-vollstandige Sprache L° gilt:
L% 2 P, sofolgt aus (1) P = NP. Dies ist aber ein Widerspruch zur
VoraussetzungL 62P, dadann NPnP 6 ;.

4.4 Komplemen tsprac hen

Wir betrachten nun weitere Sprachklassen,die im Zusammenhangmit den Klas-
senP und N P auftreten.

Def inition
Die Klasse N P C sei die Klasse der N P-vollstandigen Sprachen/Probleme.
(N P-complete). Die KlasseN P 1 ist de niert durchNPI := NPn(P[ NPCO).

Die Klasseco P ist die Klassealler Sprachen nL fur L undL 2 P
(die Klasseder Komplementsprachen). Die Klasseco N P ist die Klassealler
Sprachen nL fur L und L 2 NP.

Satz (Ladner (1975))
Falls P 6 NP, sofolgt NP1 6 ;.

Esliegt vermutlic h eine Situation wie in Abbildung 4.7vor. Esist P = co P, da
man fur eineSpracheL® zuL 2 P nur die Endzustandeq; und gy in der entspre-
chendendeterministischen Turing-Maschinen-Beredinung vertauschen muss.
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NP

NPI

Abbildung 4.7: Komplexit atsklassen

Frage: Gilt auh NP =co NP?

Eine nichtdeterministische Berechnung mussnoch nicht einmal enden.Natwurlich
folgt ausN P 6 co NP, dassP 6 NP gilt. Aberwasfolgt ausNP = co NP?
Vermutlichist NP 6 co NP (Versdarfung der ,P 6 N P\ {Vermutung).

Ein Beispiel fur ein Problem in co NP ist das TSP{Komplement{Problem:

Problem co{TSP
Gegelen: Graph G = (V;E), c: E! Z* und ein ParameterK .

Frage: Gibt eskeine Tour der Lange K ?

Es st klar, dassco{TSP in co NP liegt, da TSP in NP liegt. Bei TSP ist es
leicht nachzuweisen,ob eine Instanz ein ,Ja\ {Beispiel ist, wenn eine geeignete
Tour bekannt ist. Fer co{TSP ist dies jedoch nicht so leicht, auch wenn eine
Tour gegelen ist. Die Frage, ob co{TSP auch in N P liegt, ist daher nicht so
leicht zu beartworten. Die Vermutung ist ,nein\ .

Lemma
Falls L N P-vollstandigistundL 2 co NP, soist NP =co NP.

Beweis: SeiL 2 co NP, dann existiert eine polynomiale nichtdeterministi-
sche Beredhnung fur LS. Da fur alle L°2 NP gilt: L°/ L, so existiert auch
eine deterministische polynomiale Transformation L* / L¢. Also existiert eine
polynomiale nichtdeterministische Berechnung fer L%, alsoL°2 co NP.

Bemerkung :
Mit der Vermutung NP 6 co NP folgt auch NPC\ co NP = ;. Wennein
Problemin NP und co NP ist, vermutlich aber nicht in P, soist esin NP1 .

Problem Subgraphisomorphie
Gegelen: Graphen G = (V;E) und H = (V% E9 mit jVI < jVj
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Frage: Gibt eseineMengeU V mit jUj = jVY und eine bijektiv e Abbil-
dung Iso: V%! U, sodassfur alle x;y 2 VO gilt:

fx;yg2 E°() flso(x);lIso(y)g2 E

Die Frage ist also, ob H isomorph zu einem Subgraphenvon G ist. Es gilt
Subgraphisomorphieist N P -vollstandig (ohne Beweis).

Ein Kandidat fur ein Problem ausN P ist die Graphenisomorphie:

Problem Graphenisomorphie
Gegelen: GraphenG = (V;E) und H = (V% E9 mit jvj=jV9.

Frage:  Sind G und H isomorph, d.h. existiert eine bijektiv e Abbildung

Iso: VO VvV mit fx;yg2 E°() flso(x);Iso(y)g2 E?

Fer Graphenisomorphieweissman, dassessowohlin NP alsauchinco NP
liegt.

co NP

NPI

Abbildung 4.8: Komplexit atsklassen

45 Weitere Komplexit atsklassen
eber N P hinaus

Wir betrachten nun Probleme, die allein aufgrund der Problemformulierung
nicht in N P liegen, zum Beispiel Optimierungs-, Suc- und Aufzahlungsproble-
me.
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Def inition
Ein Suchproblem wird besdtirieben durch

1. die Mengeder ProblembeispieleD und

2. fur | 2 D die MengeS () aller Lesungenvon | .

Die ,Lesung einesSucproblemsbesteht in der Angabe einer LesungausS (1)
fur ein Problembeispiell 2 D mit S (1) 6 ; und ,Nein\ sonst.

Problem TSP{Suc hproblem
Gegelen: Graph G = (V;E) vollstandig und gewictet mit c: E! R.

Frage:  Gib eine optimale Tour zu G bezuglich c an.

S (I) ist die Menge aller optimalen Touren zu | . Die Angabe einer optimalen
Tour lest also das Problem.

Problem Hamilton{Kreis (Suchproblem)
Gegelen: Ein ungerichteter, ungewichteter Graph G = (V; E).

Frage:  Gib einenHamilton{Kreis in G an, falls einerexistiert. Ein Hamilton{
Kreis ist dabei eine Permutation auf V, sodass

f (n); g2 E undf (i); (i+1)g2Efurl i n 1list

Def inition
Ein Aufz ehlungsproblem ist gegelen durch

1. die Menge der ProblembeispieleD und

2. fur | 2 D die MengeS () aller Lesungenvon | .

Die LesungeinesAufzahlungsproblem bestelt in der Angabe der Kardinalit at
vonS (1), d.h.jS (1)j.

Problem Hamilton{Kreis (Aufz ahlungsproblem)
Gegelen: ein ungerichteter, ungewichteter Graph G = (V; E).

Frage:  Wieviele Hamilton{Kreise gibt esin G?

Um Sudprobleme oder Aufzehlungsproblemeuntereinander oder im Vergleich
zu N P-vollstandigen Problemen bezuglich ihrer Komplexitat zu vergleichen,
benetigt man ein Konzept dafer, wann ein Problem  mindestensso schwer ist,
wie ein Problem ° Wir verwendendazu, analog zur polynomialen Transfor-
mation bei Entscheidungsproblemen,das Konzept der Turingreduzierbarkeit.

Wir betrachten hier Suchprobleme genauer. Dazu assoziierenwir mit einem
Sudchproblem  folgende Relation:

R =f(x;s)jx2D ;s2S (x)g
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Def inition
Eine Funktion f : ! realisiert eine Relation R, wenn fur alle x 2
gilt: Falls eskeiny 2 nf"gmit (x;y) 2 R, soist f(x) = ". Ansonsten ist

f(x)=yfureiny2 nf"gmit (x;y) 2 R.
Ein Algorithm uslest dasdurch R besdiriebene Suchproblem , wenn er eine
Funktion berednet, die R realisiert.

Der Begri der ,Turing-Reduzierbarkeit\ ist eber die Orak el-T uring-Ma-
schine de niert.

Def inition

Eine Orak el-T uring-Masc hine zum Orakel G: ! ist eine determi-
nistische Turing-Maschine mit einem ausgezeibnetem Orak elband und zwei
zusatzlichen Zustanden ¢ und g,. Dabei ist ¢¢ der Fragezustand und ¢, der
Antwortzustand desOrakels. Die Arb eitsweiseist in allen Zustandenq 6 o
wie bei der normalen Turing-Maschine. Wennder Zustand ¢ angenommenwird,
der Kopf sich auf Position i desOrakelbandesbe ndet und der Inhalt desOra-

1. Fehlermeldung,falls y 62
2. in einem Sdritt wird y auf dem Orakelband gelostt und g(y) auf die

kelbandesspringt auf Position 1 und der Folgezustandist .

Def inition
SeienR;R° Relationen wber . Eine Turing-Reduktion / 1 von R auf R°
(R / 1 RY, ist eine Orakel-Turing-Maschine M , deren Orakel die Relation R°
realisiert und die selber in polynomialer Zeit die Funktion f berednet, die R
realisiert.

Bemerkung :
Falls R%in polynomialer Zeit realisierbar ist und R / 1 R®, soist auch R
in polynomialer Zeit realisierbar.

Falls R/ 1+ ROund R%/ + R®spauch R/ 1 R%®

Def inition
Ein Suchproblem heit N P{schwer , falls eseine N P-vollstandige Sprache
L gibt mit L/ ¢

Bemerkung :

Ein Problem das N P{schwer ist, mussnicht notwendigerweisein N P sein.
Wir nennenein Problem N P{schwer, wenn esmindestensso schwer ist, wie alle
N P{v ollstandigen Probleme. Darunter fallen auch

Optimierungsprobleme, fur die daszugetwrige EntscheidungsproblemN P {
vollstandig ist.

Entscheidungsprobleme , fur die gilt, dassfur alle Probleme ©°2 NP
gilt ©/ , aber fur die nicht klar ist, ob 2 NP.

Klar ist, dassein N P{v ollstandigesProblem auch N P {schwer ist.
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Problem INTEGER PR OGRAMMING

Gegelen: a; 2 No, b;G 2No,1 i m,1 j n,B2N,.
Frage: Existieren X1;:::;Xn 2 Ng, sodass
X
¢ Xj=Bund
=1
X
a X; bfurl i m?
-
|—fz—}
AX b
4.33 Korollar

INTEGER PROGRAMMING ist N P{schwer.

Bew eis: Zeigen:SUBSET SUM / INTEGER PROGRAMMING.
ZuM,w:M ! Ngund K 2 Ng Beispiel fur SUBSET SUM wahle m =
jMj, 0BdA M = f1::55n0, ¢ == w(), B =K, b =1undA =
Einheitsmatrix. Dann gilt:

n:
(@)

0 . X .
9M M mit w(j) =K
j2m?

m

X
9X1;::::Xn 2 Nog mit w() x; =Bundx; 1furl j n:
i2m

M°=fj2M :x = 1g

Bemerkung :

INTEGER PROGRAMMING 2 NP ist nicht soleicht zu zeigen. Siehe:
Papadimitriou ,,On the complexity of integer programming\ , J.JACM, 28,
2, pp. 765-769,1981.

Wie der Beweis von 4.33 zeigt, ist INTEGER PROGRAMMING sogar
schon N P{schwer, falls &; ;I3 2 f0;1g und x; 2 f0; 1g. Es kann sogarun-
ter der Zusatzbedingungc; 2 f0;1g N P{V ollstandigkeit gezeigtwerden
(ZERO-ONE PROGRAMMING).

Fur beliebigelineare Programme (a; ;¢ ;b 2 Q; X; 2 R) existieren poly-
nomiale Algorithmen.

Lineare Programme spieleneine bedeutendeRolle in der kombinatorischen
Optimierung, da sich viele kombinatorische Optimierungsprobleme leicht
als lineare Programme formulieren lassenund mit allgemeinenMethoden
zur Lesungvon linearen Programmen lesenlassen.
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Lemma
Falls L N P{schwer ist, soist auch L® N P{schwer. D.h. die Klasseder N P{
schweren Probleme ist beziglich Komplementbildung abgeslossen.

Beweis: Esgilt: L / + L¢ denn man kann L mit einem L°-Orakel realisieren,
indem man die Eingabe auf dasOrakelband kopiert und die Antwort desOrakels
negiert. Da L N P{schwer ist, gibt esmindestenseine N P -vollstandige Sprache
LOmit L°/ + L. Damit folgt L°/ 1 L.

Bisher haben wir Komplexitat nur bezglich der Laufzeit betrachtet. Interes-
sant ist aber auch der Speicherplatz. Betrachte dazu eine Turing-Maschine mit
drei Bandern (Input{, Arbeits{ und Output{Band). Gemessenwird die maxi-
male Anzahl an Positionen des Arb eitsbandes , die wahrend der Berechnung
benetigt wird.

Die Klasseder Probleme, die mit polynomialem Speicherplatz gelost wer-
den kennenheit PSPACE. Es gilt:

P NP PSPACE

Die Klasseder Probleme, die mit polylogarithmischem Speicherplatz gelost
werdenkennenheit SC (Steven's Class, nach Steven Cook).

4.6 Pseudop olynomiale Algorithmen

Es gibt N P{vollstandige Probleme, die von einer deterministischen Turing-

Maschine mit einer Laufzeit, die polynomial in der Inputl angeist, gelost werden
kennen, wenn man die Eingabe unar anstatt zum Beispiel binar kodiert. Dann

gehen, Zahlen nicht logarithmisch sonderndirekt in die Inputl angeein, d.h. die
Inputl angeist also gre er. Dies ist naturlich nur fur Probleme relevant, in de-
nen wberhaupt Zahlen vorkommen, wie zum Beispiel beim Traveling Salesman
Problem (die Kostenfunktion c). Einen solchen Algorithm us, der polynomial in

der Inputl angebei Unarkodierung ist, nennt man pseudop olynomialen Algo-

rithm us.

Fer das KNAPSA CK-Problem gibt eseinen pseudomlynomialen Algorithm us:

Lemma
Ein beliebiges Beispiel (M;w;c;W;C) far KNAPSACK kann in O(jMj W)
entschieden werden.

Beweis: Seio.B.dA. M = f1;:::;ng. Fur jedesw 2 No;jw W undi 2 M
de niere 8 9
< X X
= max o) w()=w,
MOt 1;iige . o i o
j2M j2M

Dann kann ¢%; fur O i < n leicht berecinet werdenals
n

. i+1
¢hy = max ¢¥ic(i + 1)+ ¢ WD
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Falls P 6 N P ist, sogibt esfur TSP keinen pseudomlynomialen Lesungsalgo-
rithm us. TSP wird daher als stark N P {v ollst andig bezeidnet.

4.7 Appro ximationsalgorithmen  fur
Optimierungsprobleme

Fur Optimierungsprobleme, fur die daszugehorige EntscheidungsproblemN P{
vollstandig ist, kann man versuden, polynomiale Algorithmen anzugeken, die
zwar keine Optimall esungliefern, aber immerhin eine ,beweisbargute Lesung .

Wie wird die Geute einer Lesung gemessen?

Wir betrachten die Gute einer Lesung, die ein Algorithm us im worst-case fur
ein Problem liefert, und zwar im Vergleich zur Optimall esung.

Bezeidine OPT (1) fur I 2 D den Wert der (bezietungsweise einer) Opti-
mallesung. Zu einem Algorithm us A zur Lesungvon  bezeidinet A (1) den
Wert der Lesung,die A bei Eingabel 2 D liefert.

4.7.1 Appro ximation mit Dierenzengaran tie,
absolute Appro ximation

Def inition
Sei ein Optimierungsproblem. Ein polynomialer Algorithm us A, der fur jedes
| 2D einenWert A(l) liefert, mit

jJOPT(l) A(l)] K

und K 2 Ng konstant, heit Appro Xximationsalgorithm us mit Dieren-
zengaran tie oder absoluter Appro ximationsalgorithm  us.

Es gibt nur wenige N P {schwere Optimierungsprobleme, fur die ein absoluter
Approximationsalgorithm us existiert, aber viele ,Negativ{Resultate\ .

Das allgemeine KNAPSA CK-Suc hproblem

Problem
Gegelen: Eine Mengevon ,Teilenn M = f1;:::;ng, Kostencs; :::; ¢, 2 Ng
und Gewichten wy; :::; w, 2 N sowie ein Gesanigewicht W 2 N.
Frage: Gib X1; :::; Xn 2 Ng an, sodass
X X
xiwi W und Xi G maximal ist.
i=0 i=1

Das KNAPSA CK{Problem ist N P{schwer und eslasst sich (vermutlich) kein
absoluter Approximationsalgorithmus angeben:
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Satz
Falls P 6 NP, so gibt eskeinen absoluten Approximationsalgorithmus A fur
KNAPSA CK.

Bew eis: Wir zeigen,dassaus einem absoluten Approximationsalgorithm us fer
KNAPSA CK auch ein optimaler polynomialer Algorithm us far KNAPSA CK
abgeleitet werden kann, im Widerspruch zu P 6 NP.

Sei A ein absoluter Approximationsalgorithmus mit jOPT(1) A(l)] K fur
alle I . Betrachte nun zum Problembeispiell far KNAPSA CK mit M;w;; ¢ ;W
ein Problembeispiel | © mit

M= M;wl:=w;Wo=Wund := ¢ (K + 1)

Damit ist QPT(I 9 = (K +1) OPT(I). Dann liefert A zul ®eineLesungxs;:::; Xy
mit Wert L, x;c®= A(19; fur den gilt:

jOPT(19 A% K:
A(19 induziert damit eine Lesungx; :::; X, fur | mit dem Wert

X
L) = xiG;
i=1

fur den gilt:
(K +1)OPT(l) (K +1L()j K

alsojOPT(1) L(1)j 5% < 1.Da OPT(l) und L(I) 2 No fur alle I, ist
also OPT (1) = L(1). Der entsprechende Algorithm us ist naterlich polynomial
und liefert einen Optimalwert fur das KNAPSA CK{Problem. Dies steht im

Widerspruch zuP 6 N P.

Satz
Falls P 6 NP, so gibt eskeinen absoluten Approximationsalgorithmus A fur
CLIQUE.

Bew eis: ®bung.

4.7.2 Appro ximation mit relativ er Gutegaran tie

Def inition
Sei ein Optimierungsproblem. Ein polynomialer Algorithm us A, der fur jedes
| 2D einenWert A(l) liefert mit Ra(l) K, wobei K 1 eine Konstante,
und

2 A0 falls  Minimierungsproblem

oPT( 1)
Ra(l) = > oPT( 1)
A(l)

falls  Maximierungsproblem

heit Appro ximationsalgorithm us mit relativ er Gutegaran tie. A heit
"{appro ximativ ,fallsRa(l) 1+ " furallel 2D .
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Bei einem Approximationsalgorithmus mit relativer Gutegarartie wird die Ap-
proximationsgeite also immer im Verhaltnis zum Optimalw ert betrachtet und
nicht absolut wie oben.

Beispiel
Wir betrachten folgenden,, Greedy-Algorithm  us\ fur KNAPSA CK:

1. Beredhne die , Gewichtsdichten\ p; := C—'I fur i = 1;:::;n und indiziere so,
dassp1 p2 ::: pn, d.h. sortiere nach Gewichtsdichten. Dies kann in
Zeit O(nlogn) gestehen.

j ok j k
2. Fur i = 1 bis n setzex; := VVV"—I und W := W W—I W .

Es werden also der Reihe nach soviele Elemerte wie meglich von der aktuellen
Gewichtsdichte in die Lesung aufgenommen.Die Laufzeit diesesAlgorithm us
ist in O(nlogn).

Satz

Der Greedy{Algorithm us A fur KNAPSACK erfullt Ra (1) 2 fur alle Instan-
zenl.

Beweis: O.B.d.A. seiw; W. O ensichtlich gilt:

W
A(l) ¢ x1=¢ — furallel;

Wi
und
OPT(l) Wﬂl ) wﬂl +1 2 ¢ Wﬂl 2 A(l)
Also Ra(l) 2.
Bemerkung :

Die Schranke R4 (1) ist in gewissemSinne scharf fur den Greedy-Algorithmus.
Betrachte dazu folgendesProblembeispiel | : Sein = 2; w, = w; 1; ¢ =
2 Wi =2 wy, 1, W=2 ws.
Dann ist

C1 1

C2
- = 2 > —— = 2 -
W1 W2 W2

und A(l') = 2wy und OPT(l) = 4w, 2, also

OPT(l) 4w, 2 _ 2w, 3
A(|) - 2w, - W1

12 farwy ! 1
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Def inition
Zu einem polynomialen Approximationsalgorithmus A sei

RL =inf r 1 esgibt ein Ng > 0, sodassRa(l) r
AT fur alle | mit OPT(1) N
Satz
Falls P 6 N P, dann existiert kein relativer Approximationsalgorithmus A fer

COLOR mit Ry 3.

Bew eis: Wir zeigen,dassein solcher Algorithm us verwendet werden kann, um
einen polynomialen Algorithm us zum Lesenvon 3COLOR anzugeken, im Wi-
derspruch zuP 6 NP.

Zu zwei Graphen G; = (Vq;E1) und G, = (Vo Ez) seiG = (V;E) = G;1[G2]
de niert durchV :=V; V., und

i N entwederfu;vig2 Eq, oder
E:= flugu)i(viva)e =) ind fUp: Vo9 2 Es
D.h. jeder Knoten aus G; wird durch eine Kopie von G, ersetzt, und jede Kante
ausE; durch einen,vollstandig bipartiten Graphen zwischen den entsprechen-
den Kopien. Betrachte Abbildung 4.9 fur ein Beispiel.

Angenommen, es existiert ein relativer Approximationsalgorithmus A mit
Ri < %. Dann existiert einN 2 N so,dassA(G) < %OPT(G) fur alle Graphen
G mit OPT(G) N. SeialsoG = (V;E) ein beliebigesBeispiel fur 3COLOR.
Dann de niere G := Ky [G], wobei Ky der vollstandige Graph eber N Knoten
ist. G bestelt alsoausN Kopien von G, die vollstandig miteinander verbunden
sind. Dann gilt:

OPT(G )= N OPT(G) N:

Dadie Gre e vonG polynomial in der Gre e von G ist, kann G in polynomialer
Zeit konstruiert werden. Damit ist die Anwendungvon A auf G polynomial in
der Gre e von G. Falls G dreifarbbar ist, gilt:

4 4 4
A(G)<§OPT(G)=§ N OPT(G) 3 N 8=4aN:
Andererseits, falls G nicht dreifarbbar ist, gilt
A(G) OPT(G)=N OPT(G) 4N:

D.h. G ist dreifarbbar genaudann, wenn A(G ) < 4N. Diesist ein polynomialer
Algorithm us zur Lesungvon 3COLOR im Widerspruch zuP 6 NP.

Dieses Resultat kann verscarft werden zu R} 2 bezielungsweise zu

Ra n7 ' fur jedes” > 0, wobei n = jVj fur alle A unter der Vorausset-
zungP 6 NP.

Satz

Fur das TSP mit Dreiedksungleichung (d.h. die Kantengewicte erfullen die
Dreiedksungleichung) existiert ein Approximationsalgorithmus A mit Ry 2
fur alle Instanzen| .






84 KAPITEL 4. KOMPLEXIT ATSKLASSEN

(a) MST eines Graphen

(c) TSP-Tour als abgelrzte Tiefensud-Tour

Abbildung 4.10: Konstruktion einer TSP-Tour mit Hilfe einesMST

Beweis: SeiG = (V;E) ein vollstandiger Graph, und c: E ! Z* eine Ge-
wichtsfunktion auf den Kanten, die die Dreiedksungleichung erfellt. Betrachte
folgendenAlgorithm us:

1. Beredne einen Minimum Spanning Tree (M ST) von G.

2. Wahle einen beliebigen Knoten w als Wurzel und durchlaufe den Baum
in einer Tiefensude; dies liefert eine Tour T mit Start- und Endpunkt w,
die jede Kante zweimal durchlauft.

3. Konstruiere ausT eineTour T’ indem bereits besudite Knoten ebersprun-
genwerden und die Tour beim nachsten unbesuditen Knoten fortgesetzt
wird.

Abbildung 4.10zeigt die Funktionsweisedes Algorithm us.

Das Uberspringender bereits besutiten Knoten kann als ,,Abkurzgert interpre-
tiert werden, wobei die Dreiedksungleichung gewahrleistet, dassT keirzer oder
gleich lang ist wie T. Es gilt aIso:c(TO) c(T) =2 ¢(MST) (wobei c(T) (bzw.
c(M ST)) die Summeder Kantengewicte in T (bzw. im M ST) bezeidnet).
Da eine TSP-Tour als ein aufspannenderBaum plus eine zusatzliche Kante
betrachtet werdenkann, gilt: ¢(M ST) c¢(OPT).

Insgesan erhalt man also:

c(TO)

oT) oT)=2 ¢(MST) 2 c(OPT) ,alsoRa = JOFT
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4.7.3 Appro ximationssc hemata

Kann esfur N P{schwere Optimierungsprobleme noch bessereApproximierbar-
keitsresultate geben als Approximationsalgorithmen mit relativer Gutegarartie
K, wobei K konstant ist?

Def inition

Ein (polynomiales) Appro ximationssc hema (PAS) fer ein Optimierungs-
problem st eine Familie von Algorithmen fA - j" > 0Og, so dassA- ein "{
approximierender Algorithm us ist (d.h. Ra. 1+ ") fur alle " > 0. Dabei
bedeutet polynomial wie ublich polynomial in der Gre e deslInputs | .

Ein ApproximationsschemafA - j" > 0g heit vollp olynomial (FPAS) falls

seineLaufzeit zudem polynomial in  ist.

Satz
Sei ein N P{schweresOptimierungsproblem mit:

1. OPT(I)2 N fur allel 2D , und
2. esexistiert ein Polynom g mit OPT (1) < q(Hi) fur allel 2 D wobeiH i
die Inputl angevon | ist.
Falls P 6 NP, sogibt eskein FPAS fA- j" > Og fur

Beweis: Seif A« " > Og ein FPAS fur  und 0.B.d.A. sei ein Maximierungs-
problem.

Fur | 2 D st A», mit "o = q(h;“) polynomial in Hi und in & = q(h i), also
insgesant polynomial in Hi. Dann gilt:

OPT(l) 1+ "0)A-, (1) und
OPT() < qHi)= &

0

Also gilt
OPT(l) A~ (1) "o A, (1) "o OPT(l)<1

Da OPT(l) 2 N, ist alsoOPT (1) = A-,(l), im Widerspruch zuP 6 NP.

Ein FPAS fur ein N P{v ollst andiges Problem (KNAPSA CK)

Problem KNAPSA CK

Gewichten wy; :::; wy 2 N sowie ein Gesanigewicht W 2 N.
Frage: Gib eine TeilmengeM °von M an, sodass
X X
wi W und ¢ maximal ist.

i2mM©0 i2mM©0
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Bezeitne 8 9
< X X =
' = max G W, = w
MOf 1;:iige . .
j2mo j2mo

fur r 2 N und seiM;" die TeilmengeM °, die das Maximum fur ¢ liefert. Dann
erhalten wir folgendenAlgorithm us zur Bestimmung einer maximalen Befellung
desKnapsads (sieheauch 4.35).

1. Initialisierung:
fur 1 i nsetzecd®:=0undM?:=;;
fur 1w W;w6 wyp; setzecy := Ound My = ;;
fur w = wy setzec} := ¢; und M}¥ := f1g.

2.furl i<nundl w W beretine

8
< g falls wi+1 > w oder
ol = . (Wis1 < wund M* " =)
maxfc¥;c’ "' + Gy g sonst
w _ MY falls ¢, = ¢
oM Y[ fi+ 1g sonst
3. gib
- "'
c:= ln\jva>$Nfcng

und die zugetorige MengeM ¥ aus.

Die Laufzeit diesesAlgorithm us A ist in O(n W) und die Lesungist optimal.
Diesist alsoein pseudomlynomialer optimaler Algorithm usfer dasKNAPSA CK-
Problem.

Betrachte nun das ,skalierte\ Problem | zu konstantem k mit ¢ := £ fur
alle iP2 M . Dann liefert Algorithmus A fer jedesly 2 « eine Menge M M
mit  ,yoC = OPT(lk). Setzenun Cmax = MaXizm C. Zu " > 0 sei A~
Algorithm us A angewendet auf |y, wobei
- Cmax
1+1 n
Satz

Ra.(1) 1+ " furallel 2 D und die Laufzeit von A- ist in O(n® 1) fur alle
"> 0,d.h.fA-j" > 0gist ein FPAS fur KNAPSA CK.

P
Bew eis: Die Laufzeit von A~ istin O(n ", c® und

1
= —+ 1 2:
n K - n

X o X o Crmax
_ .k
i=1 i=1

Also ist die Laufzeit von A+ in O(n® 1) fur alle” > 0.

P
Fur die Abschatzung von Ra. betrachte M % mit OPT(1) = = ,,,,0G. Dann

gilt also X gk X N
OPT(Ik) = 21
4 k , k
i2m?o° i2m o
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Also ist
OPT(l1) k OPT(lx) k n:
Da £A-(1) OPT(ly) ist, folgt
OPT() A-(1) k n

und wegenOPT(l)  Cmax (Wir setzenwiedero.B.d.A. W w; fur allei 2 M
voraus) folgt

_ OPT(I) A-(1)+ kn kn
Ra-)= 0 A - Yam
1+ kn
OPT(I) kn
kn 1
1+ 7Cmax o 1+ 171 1
= 1+"

Die hier bernutzte Tedhnik mit Hilfe einespseudoplynomialen Algorithm us zu
einem FPAS zu gelangen,kann auch bei anderen Optimierungsproblemen an-
gewendet werden. Ferr ein bestimmte Klasse von Optimierungsproblemen kann
sogardie umgekehrte Richtung gezeigtwerden:

Satz
Sei ein Optimierungsproblem fur das gilt:
1. OPT(I) 2 Nfur allel 2 D
2. esexistiert ein Polynom gmit OPT (1) q(Hi+ max#( 1)) (max#( 1) ist
die gre te in | vorkommendeZahl)
Falls ein FPAS hat, so hat eseinen pseudomlynomialen optimalen Algorith-
mus.

Bew eis: Ahnlich wie im Beweis zu Satz 4.46.
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Kapitel 5

Grammatik en und die
Chomsky-Hierarc hie

Wir wollen Regelsystemeentwerfen, mit denen sich die Werter einer vorge-
gebenen Sprache erzeugenlassen. Derartige Systeme werden Grammatik en
genanrt.

Beispiel
Die Sprache aller Graphen G = (V; E), die eineClique der Gre e ‘VT' enthalten,
lassensich aufbauendurch:

1. Wahl der Zahl n fur jVj
2. Wahl einer Teilmengeder Gre e ‘VT'
3. Zugabe aller Kanten zwischen Knoten aus dieser Teilmenge
4. Zugabe weiterer Kanten
DiesesRegelsystemist an drei Stellen nichtdeterministisch: 1, 2 und 4.

Beispiel
Arithmetisc he Ausdrecke

a, a+ aund a a sind arithmetische Ausdrecke (a Symbol aus Alphabet).

falls A; und A, arithmetische Ausdreicke sind, so sind auch (A1) + (A>)
und (A1) (A») arithmetische Ausdreicke.

Die Klammern sind teilweiseeber essig.

Def inition
Eine Grammatik G bestelt ausvier Komponerten:

einem endlichen Alphab et (auch Terminalalphabet genann);

89
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einer endlichen MengeV mit V\ = ; von Variablen (auch Nichtter-
minale genanrt);

dem Startsym bol S2 V;

einer endlichen Mengevon Ableitungsregeln R (auch Produktionen ge-
nannt). Dabei ist eine Ableitungsregel ein Paar (*;r), wobei~ 2 (V[ ) *
undr 2 (V[ ) ist. Wir schreibenoft auch * ! r.

Bedeutung: Wenn in einem Wort z das Wort ~ Teilwort von z ist, so darf °
durch r in z ersetzt werden.

Notation:  Wir schreibenw ! z, wennw durch Anwendung einer Ableitungs-
regelin z verwandelt wird, und w! z, wennw durch eine Anwen-
dung von mehreren Ableitungsregeln in z verwandelt wird.

Die von einer Grammatik G erzeugte Sprache L(G) ist die Mengealler W erter
z2 ,furdieS! zqgilt.

Beispiel :
Grammatik fur die Menge aller arithmetischen Ausdreicke eber a.
= f(G)a+;g
vV = fSg

R : S! (8)+(9) S! (S) (9)
S! a S! a+a S! a a

Man interessiert sich nun fur ein w 2 und eine Grammatik G, ob
w 2 L(G) ist. Eine Anwendungist zum Beispiel die Frage, ob eine Zeichenket-
te w bezglich einer gegelenen Syntax einer Programmiersprache syntaktisch
richtig ist.

5.2 Def inition (Chomsky-Hierarc hie)
1. Grammatiken ohne weitere Einschrankungen hei en Grammatiken vom
Typ O.

2. Grammatik en, bei denenalle Ableitungsregeln die Form

u! v. mtu2V*;v2((V[ ) nfSg)" undijuj jvj, oder
s

haben, hei en kontextsensitiv oder Grammatikenvom Typ 1.
3. Grammatiken, bei denenalle Ableitungsregeln die Form
Al' v mtA2Vundv2 (V[ )

haben, hei en kontextfrei oder Grammatikenvom Typ 2.
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4. Grammatiken, bei denenalle Ableitungsregeln die Form
Al v mit A2V undv="oderv=aB mita2 ;B2V

haben, hei en rechtslinear oder Grammatikenvom Typ 3.

Bemerkung :
Bei kontextsensitiven Grammatiken kann die Ableitung ABC ! AX YC er-
laubt, aber DBC ! DX Y C verboten sein.

5.1 Chomsky{0{Grammatik en und rekursiv
aufzahlbare Sprachen

Satz
Falls L rekursiv aufzahlbar (semi-ertscheidbar) ist, sogibt eseine Chomsky{0{
Grammatik mit L(G) = L.

Beweis: Da L rekursiv aufzahlbar ist, gibt es eine deterministische Turing-
Masdhine M , die genaudie Werter w 2 L akzeptiert.

0.B.d.A. habe M genau einen akzeptierenden Endzustand ¢;, und wenn q;
erreicht wird, stehenauf dem Band nur Blanks. Au erdem soll M zunachst das
Zeichen # hinter die Eingabe sdreiben, und keine Position desBandesrechts
von # benutzen.

Dann kennen wir als neue Anfangskon guration (go)wy :::wp# annehmen,in
der alsoder Kopf am Anfang desWorteswy :::w,# steht. g kommenur in der
Anfangskon guration vor. Die Grammatik G soll nun die Berechnung aus der
akzeptierendenKon guration (qg;) zu allen Anfangskon gurationen reickwarts
erzeugenkennen, wenn die Turing-Maschine aus der Anfangskon guration zu
dem akzeptierendenZustand gelangt. Die Grammatik vollzieht dazu alle megli-
chen Kon gurationen von M nach.

Beschreibung der Grammatik G:

1. Erzeugungder akzeptierendenSclusskon guration:
St a;, ! tq; ! ot

2. Ruckwartsrechnung
Falls (g;a) = (g% a%R), dann enthalt G die Ableitungsregel

a%P! ca
Falls (q;a) = (q%a%L), dann enthalt G die Ableitungsregel

qbd! bea furalleb?2

Falls (q;a) = (g%a%N), dann enthalt G die Ableitungsregel

g% ca



5.4

55

92 KAPITEL 5. GRAMMA TIKEN UND DIE CHOMSKY-HIERAR CHIE

3. Sdhlussregeln

Umaust t :::t qows:::wp# zUwj:::w, zu kommen, reichen die Ab-
leitungsregeln

tgp! G, a! ap; o# !

Alle Werter w 2 L kennendurch G erzeugtwerden, indem die Berechnung von
M ruckwarts durchlaufen wird. Umgekehrt kann G nur Berechnungenvon M
reickwarts erzeugen.Daher ist L(G) = L.

Satz
Die von Typ{0{Grammatik en G erzeugtenSpracen sind rekursiv aufzehlbar.

Bew eis: Wir gebenzuneachst zu L (G) einenichtdeterministische Turing-Maschine
an, die L (G) akzeptiert.

Die Maschine sdhreibt zunachst S auf das Band, wahlt dann eine beliebige an-
wendbare Ableitungsregel aus und vergleicht das erzeugteWort mit der Einga-
be w. Bei Gleichheit wird w akzeptiert, ansonsteneine weitere Ableitungsregel
gewahlt usw. Falls w 2 L(G), sogibt eseine akzeptierendeBeredinung.

Gema Ubungsaufgale7 (Blatt 7) kann nun einedeterministische Turing-Maschine
konstruiert werden, die dasselle leistet. Es werden einfach nacheinander alle
nicht-deterministischen Berechnungen simuliert.

Das heit die Klasseder rekursiv aufzahlbaren Sprachen ist genau:
1. die Klasseder von deterministischen Turing-Maschinen akzeptierten Spra-

chen;

2. die Klasseder von nichtdeterministischen Turing-Maschinen akzeptierten
Sprachen;

3. die Klasseder von Typ{0{Grammatik en erzeugtenSpraden;
Wir haben bewiesen,dassdie Typ{0{Grammatik en genaudie rekursiv aufzahl-
baren Sprachen erzeugen.Als Grundlage fur Programmiersprachen sind die
Typ{0{Grammatik enalsosicherlich zu allgemein.DasWortproblem ist fer Typ{

0{Grammatik eninsbesonderegeradedie universelleSpracheL , (sieheDe nition
3.13,L := fwvjv2 L(Ty)g), und die ist unentscheidbar.

5.2 Chomsky{3{Grammatik en und
regul are Sprachen

Satz
Die Klasse der von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen ist genau die
Klasse der von Chomsky{3{Grammatik en erzeugtenSpracen.

Bew eis: Zu zeigenist:

) : Zu einer Sprache L, die von einem endlichen Automaten akzeptiert wird,
gibt eseine rechtslineare Grammatik, die L erzeugt.
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( : Zu einer rechtslinearen Grammatik G gibt eseinen endlichen Automaten,
der geradedie Sprache L (G) akzeptiert.

Zur Erinnerung: rechtslinear bedeutet, dassalle Regeln die Form A ! v mit
A2V undv="oderv=aB mita2 undB 2V haben.

) : Sei AL ein deterministischer endlicher Automat, der die Sprade L
akzeptiert, AL = (Q; ; ;;F). G_ seide niert durch:

Vi=Q;

S = o,

R ernthalt die Regelq! " fur alle q2 F und die Regelq! ad’, falls
(aa) = o

Fer w = wy :::wy 2 L durchlauft A genaudie Zustande gp;th:::;h 2 Q
mit ¢, 2 F. Dann gilt:

Q! with! wiwep! ! owo ! w

Au erdem gibt esfur alle Ableitungen von G eine entsprechendeakzeptie-
rende Berechnung desendlichen Automatens A .

( : Zu L sei die Chomsky{3{Grammatik G, gegelen. Wir entwerfen einen
nichtdeterministischen endlichen Automaten A = (Q; ; ;0;F), derL
akzeptiert. Setze:

Q:=V;
= S;
F=fA2Vj(A! ")2Rg

(A;a):=fBj(A! aB)2Rg:
Fer w= w; :::w, 2 L hat die Ableitung von w mittels G, das Aussehen:
S wiAr! wiw, Al il wAR ! w

Der nichtdeterministische endliche Automat A_ kann dann bei der Eingabe
vonw = wj :::w, folgendeAbarbeitung durchlaufen:

s oA oA, AL Y AL

wobei A, 2 F, alsow akzeptiert wird.

Au erdem gibt esfur alle akzeptierendenBerechnungenvon A eine en-
spredhende Ableitung in G . 2
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Zu den Aufgaben eines Compilers gehert es, die syntaktische Korrektheit von
Programmen zu mberprefen. Dazu gehert unter anderem die Uberprefung von
Klammerstruktur en auf Korr ektheit, alsoinsbesonderepb die Anzahl von Klam-

mere n ungengleich der Anzahl der Klammerschlie ungen ist. Wir wissen,dass
die Sprache der korrekten Klammerausdrecke nicht regular ist. Typ{3{Gram-

matiken sind also zu einsdirankend, um syntaktisch korrekte Programme zu
besdireiben.

5.3 Chomsky{l{Grammatik en bzw.
kontextsensitiv e Sprachen

Die Klasseder Typ-0-Grammatikenist sogro, dassdasWortproblem, alsodie
Entscheidung, ob ein Wort w 2 L(G) zu G ist, nicht entscheidbar ist. Ande-
rerseits lassensich mit Typ-3-Grammatik en keine sinnvollen Programmierspra-
chen besdireiben. Kontextsensitive und kontextfreie Grammatiken liegen zwi-
schen diesenbeiden. Wir werden sehen,dassfer gewissekontextsensitive Gram-
matiken das Wortproblem N P{vollstandig ist. Damit waren kontextsensitive
Grammatik en ebenfalls zu allgemein, um als Basisfur Programmiersprachen zu
gelten.

Man kann beweisen,dassdie Klasse der kontextsensitiven Sprachen genau die
Klasse der Sprachen ist, die von einer nichtdeterministischen Turing-Maschine
mit einem Speicherbedarfs, der ,,im wesettlichen nicht die Langeder Eingabe
ebersdireitet, erkannt werden. Feir die Betrachtung des Speicherplatzbedarf ei-
ner Turing-Maschine tre en wir die Vereinbarung, dassdie Eingabe auf einem
Read-only Eingabeband steht, dessenZellen beim Platzbedarf nicht berecksich-
tigt werden. Der erste und der letzte Buchstabe der Eingabe sind markiert, so
dassder Kopf des Eingabebandesdie Eingabe nicht verlassenmuss. Fer den
Speicherplatzbedarf zahlen dann nur die Platze eineszweiten Bandes, des Ar-
beitsbandes , die benutzt werden.

Def inition

DT AP E(s(n)) und N T AP E(s(n)) sind die Klassender Sprachen, die von einer
deterministischen bezietungsweiseeiner nichtdeterministischen Turing-Maschine
mit Platzbedarf s(n) (bei Eingabelangen) akzeptiert werden kennen.

Naterlich ist DT AP E(s(n)) N T AP E(s(n)). Es gilt au erdem
N TAP E(n) = NTAP E(f (n)) fur allef(n) 2 (n)

(einfache Konstruktion).

Satz
Die Klasse der von Chomsky{1{Grammatik en erzeugtenSpracien stimmt mit
der KlasseN T AP E(n) uberein.

Bew eis: (ohne Beweis)
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Esist wbrigenso en, ob N TAP E(n) = DT AP E(n) ist. Sind nun Sprachen aus
N T AP E(n) als Grundlage fur den Entwurf von Programmiersprachengeeignet?
Immerhin ersdeint ,linearer Platzbedarh nicht ,absdireckend . Die Frageist,

wie gro die Zeitkomplexitat desWortproblems fur einekontextsensitive Sprache
sein kann.

Satz
Das Cliquen-Problem gehert zu DT AP E(n).

Beweis: GegelenseiG = (V;E) mit V = f1;:::;ngund 1 K n. Auf
linearem Platz kann ein beliebiger n-Vektor ¢ uber f0; 1g dargestellt werden,
wobei ¢ 2 f0; 1g" mit der MengeC V wie folgt korrespondiert:

¢=1 () i2cC

Nun kann mit linearem Speicherplatz fur jeden Vektor ¢ 2 f0;1g" getestet
werden, ob die zugehorige Menge C  V eine Clique der Groe K in G ist.
Dazu mussnur die Anzahl der Einsenin ¢ geahlt werden, und fur jedesPaar
C;¢ mit ¢ = ¢ = 1in der Eingabe nachgesehenwerden,ob fi;jg2 E.

Alle Vektoren ¢ 2 f0;1g" kennen nacheinander, beginnend mit (0;0;:::;0),
durchgetestet werden, wobei:

nach einem,positiven Test (G; K ) akzeptiert wird;

nach einem ,negativenn Test der Vektor durch seinenlexikalischen Nach-
folger uberscrieben wird.

Dazu wird insgesant nur linearer Speicherplatz benetigt.

Falls P 6 N P, kann also das Wortproblem fer kontextsensitive Grammatiken
im allgemeinennicht in polynomialer Zeit entschiedenwerden.

Fur das Arb eiten mit Chomsky{1{Grammatik enist folgendeEigensdaft inter-
essa: Chomsky{1{Grammatik en kennen ,normalisiert\ werden, d.h. fur jede
Chomsky{1{Grammatik gibt es eine aquivalente Chomsky{1{Grammatik, bei
der alle Regelnfolgende Form haben:

Al C
Al CD
AB! CD
Al a
st

wobei jeweils A;B 2 V, C;D 2 VnfSgund a2 .
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5.4 Chomsky{2{Grammatik en bzw.
kontextfreie Sprachen und Syntaxb aume

Es bleibt die Frage ist, ob die kontextfreien Sprachen fer den Entwurf von
Programmiersprachen geeignet sind. Wir geben zunachst Chomsky{2{Gram-
matiken fer einige Sprachen an, von denen wir wissen, dass sie nicht regular
sind.

Notation
Statt Regeln

S! und S'!
schreiben wir abkerrzend

S! J
Beispiel :
L =f0"1"jn 1g wird erzeugtdurch die Grammatik: V = fSg, = f0;1g
und R bestelt aus:
S! 01j0s1

Beispiel :
L= w2f0;1g jw= wR ist die Sprache der Palindrome uber f 0; 1g. Es gilt:

1. 0;1;" sind Palindrome

2. falls w Palindrom, so auch OwO und 1wl

3. alle Palindrome lassensich durch endliche viele Anwendungenvon (1.)
und (2.) erzeugen

Zugehorige kontextfreie Grammatik: V = fSg, = f0;1g und R enthalt die
Regeln:
S! "joj1
S! 0S0j1s1
Beispiel :

L seidie Sprache aller w 2 f0;1g* bei denendie Anzahl der Nullen gleich der
Anzahl der Einsen ist. Bei der Erzeugung dieser Sprache muss jedesmal, wenn
eine 0 bzw. eine 1 erzeugt wird, gespeichert werden, dassirgendwann eine 1
bzw. eine 0 erzeugtwerden muss. SetzeV = fS;A;Bg, = f0;1gund

R:=fS! OBj1A; A! 0j0Sj1AA; B! 1j1SjOBBg

D.h. ausA kann , eineEins ausgeglitienn werden, oder eswird eine Eins erzeugt
und esmessendann zwei Einsen ausgeglibienwerden.Bei B gilt diesanalogfur
die Nullen. Aus S kann eine 0 oder eine 1 erzeugtwerden. Wenn eine 0 erzeugt
wurde, mussdiesemittels B ausgeglitien werden, analog fer Einsen mittels A.

Durch Induktion wber die Lange der durch G erzeugtenWerter lasst sich be-
weisen,dassL = L(G).
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Graphisc he Ableitung

Kontextfreie Grammatiken bestehenaus Regeln, deren linke Seite genau eine
Variable aus V ist. Ihre Ableitungen lassensich sehr gut als Syntaxb aume
darstellen.

An der Wurzel einessolthen Syntaxbaumessteht das Startsymbol. Jederinnere
Knoten enthalt eineVariable. Die Blatter sind Symboleaus oder". Wennalso

ein innerer Knoten A als Nachfolger von links nach rechts 1 :::; 2 V|
hat, somussA! ;::: ; eineAbleitungsregel der Grammatik sein.
Beispiel

Zur Spradhe aller Werter, die gleich viele Einsen wie Nullen enthalten, gibt es
die Ableitung:

S! 1A! 11AA! 11A0! 110S0! 110B0! 110010

Der zugelwrige Syntaxbaum ist in Abbildung 5.1(a) dargestellt.

(a) (s) (b) (s)

Abbildung 5.1: Syntaxbaume fer Ableitungen desWortes 110010

Zu jeder Ableitung gehert genauein Syntaxbaum; zu jedem Syntaxbaum ge-
heren jedoch verstiedeneAbleitungen desgleichen Wortes. Hier auch:

S! 1A! 11AA! 110SA! 110(BA'! 1100JA! 110010

Wegender Kontextfreiheit ist die Reihenfolge,in der abgeleitet wird, fur das
Ergebnis unerheblich. Eine Linksableitung (Rechtsableitung ) ist eine Ab-
leitung, beiderin jedem Sdhritt die link este(rechteste) Variable abgeleitet wird.

Def inition

Eine kontextfreie Grammatik G heit eindeutig , wenn es fur jedes Wort
w 2 L(G) genau einen Syntaxbaum gibt. Eine kontextfreie Sprache L heit
eindeutig , wenn eseine eindeutige Grammatik G mit L(G) = L gibt. Anson-
stenheit L inh arent mehrdeutig
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Die Grammatiken fur fO"1" jn  1g bezietungsweise w2 f0;1g jw = wR
sind eindeutig. Die Grammatik fer die Sprache der Werter mit gleichvielen Nul-
len wie Einsenist nicht eindeutig. Zu 110010gibt eseinenweiteren Syntaxbaum
(siehe Abbildung 5.1(b))

Um zu entscheiden, ob nun eine Grammatik G die Sprache L (G) mit w 2 L(G)
erzeugt, ist essehr hilfreich, wenn die Grammatiken in ,,Normalform\ sind.

Def inition
Eine kontextfreie Grammatik ist in Chomsky{Normalform , wennalle Regeln
von der Form:

A! BC oder Al a

sind, mit A;B;C 2 V und a 2 . Grammatiken in Chomsky{Normalform
kennenalso nicht dasWort " erzeugen.Fur kontextfreie Sprachen, die " enthal-
ten, lat sich eine Grammatik leicht ,,erganzen durch die Regeln

s’ " und S% S
wobei SP ein neuesStartsymbol zur Erzeugungvon " ist.

Satz
Jede kontextfreie Grammatik, die nicht das leere Wort erzeugt, kann in eine
Grammatik in Chomsky{Normalform eberfuhrt werden.

Bew eis: Wir geben eine ,Sdritt{f ur{Schritt\ {¥berfuhrung der Regelnin Re-
gelnin Normalform an.

1. Schritt : Alle Regeln enthalten auf der rechten Seite nur Symbole aus V
oder nur ein Symbol aus .

Ersetzedazu in allen rechten Seitenvon Regeln Symboleausa 2  durch
neue Variablen Y, und fuge die RegelnY, ! a hinzu.

2. Schritt : Alle rechten Seiten haben Lange 2.

SeiA! B;:::Byn Regelmit m > 2. Fehre m 2 neue Variablen
Ci; ::1; Cy 2 ein, und ersetzedie Regeldurch neue Regeln
A! B.C,
Ci! Bj+1Cis1 fur 1 i m 3

Cm 2! Bm 1Bm

3. Schritt : Es kommenkeine RegelnA ! vor.

Zunachst beredinen wir die Menge V° aller Variablen A fur die A !
existiert: Es werden erst alle A mit A ! " aufgenommen.Dann wird
gepreft, ob neue RegelnB ! " entstehen, wenn man A in allen Regeln
auf der rechten Seite A durch " ersetzt. Ist dies der Fall, so werden die
entsprechenden Variablen B in V° aufgenommenund genausobehandelt.
(Das Ersetzenvon A durch " wird nicht wirklich durchgefehrt, sondern
nur ,testweisé, um herauszu nden, ob dabei neue -Regeln entstehen).
Am Ende erthalt VOalle Variablen A mit A! ". Nun werdenalle Regeln
Al " gestrichenund fur A! BC wird die zusatzliche RegelA! B falls
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C 2 VP beziehungsweisedie RegelA ! C falls B 2 VO eingekihrt. (Die
RegelA! BC wird nicht gestrichen).

Eslat sich leicht zeigen,dassdadurch keineneuenWerter erzeugtwerden
kennen bezietungsweisealle Werter, die vorher erzeugt werden konnten,
immer noch erzeugtwerden kennen.

4. Schritt : Ersetzungaller Kettenregeln A! B.

Wir kennen zunachst alle Kettenregeln weiterverfolgen bis sich ein Kreis
bildet. (DFS) D.h.:

Al Al Azl b AP A

Dann ersetzenwir alle A;; :::; A, in den Regelndurch A; und entfernen

die RegelA; ! A;. Danac sortierenwir die verbleibendenA; topologisd,

sodassdie Kettenregeln A; | Aj nur existieren, fallsi < j. Wir habennun

als Variablen Aj; :::; Ay . Diesewerdenin der ReihenfolgeAn; :::; Az

abgearteitet, und wenn eine Kettenregel Ay ! A- existiert, fur die A- !
ein Regelist, sowird sie durch Ay ! ersetzt,fur 2 (V[ ) *.

Der Cocke{Y ounger{Kasami  Algorithm us fer das Wortproblem bei
kontextfreien Sprachen (1967)

Satz

Es gibt einen Algorithm us (den Cocke{Y ounger{Kasami Algorithm us), der fur
eine kontextfreie Grammatik G in Chomsky{Normalform und ein Wort w 2

in Zeit O(jRj n3) entscheidet, ob w 2 L(G), wobei n = jwj und jRj die Anzahl
der Regelnvon G ist.

Beweis: Seiw = wp:::w,. Fur alle 1 i j n soll die Menge Vj

V beredinet werden, so dassgilt: A ! w;:::w; impliziert A 2 V; . Dann
ist w2 L(G) genaudann, wenn S 2 Vi, ist. Die Tabelle der Vjj wird nach
wachsendem™ := j i aufgebaut, beginnendmit * = 0. Furj i= "> 0
wird die Berechnung von Vj systematisd auf zuvor berednete Vic, Vic+1 j mit
i k<] zurackgefuhrt (! dynamische Programmierung).

fur © = 0: Konstruiere die MengenV;, d.h. alle A2 V mit A! w;. DaG
in Chomsky{Normalform ist, gilt A ! w; nur, wenn (A ! w;) 2 R. Die
Berechnung von V; ist fur allei 2 f1;:::ng in O(jRj) meglich.

fur > 0: Konstruiere die MengenVj , d.h. alle A 2 V mit Al w;:::w;.

Daj i= "> 0ist, mussjedeAbleitung vonw; :::w; ausA mit einer Re-
gelder Form A! BC beginnen,wobeieink 2 fi;:::;j 1g existiert mit
B! w:iiwgund C ! wesg iiiw. Vy lat sich nun aus den zu-
vor bestimmten Mengen Vi ; Vii+1 j fur k 2 fi; :::;j  1g mit Aufwand

O(n jRj) wie folgt berecnen:

Speichere alle Mengen V;s als Arrays der LangejVj, in denen fur jedes
A 2 V markiert ist, ob A 2 V,s. Zur Berednung von Vj fur festes
1 i<j nwird fur jede Regel(A! BC)2 R und jedesk,i k<
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in O(1) wberpruft, obB ! w;:::we und C! wyq :::w; durch Ansehen
der Stelle B im Array zu Vik und C im Array zu Vk+1 .

Da insgesant weniger als n> Mengen Vj; konstruiert werden messen,ist
der Gesamaufwand des Verfahrensin O(jRj n?). 2

Das Pumping-Lemma und Ogden's Lemma fer kontextfreie Sprachen

Ahnlich zum Pumping{Lemma fur regulare Sprachen gibt esauch ein Pumping{
Lemma fur kontextfreie Sprachen, dasesermeglicht, fur gewisseSprachen nach-
zuweisen,dasssie nicht kontextfrei sind.

Satz (Pumping{Lemma)

Fur jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante n 2 N, so dass sich
jedesWort z2 L mit jzj n soalsz = uvwxy sdreiben lasst, dassjvxj 1,
jvwxj nundfur allei 0dasWort uv'wx'y 2 L ist.

DiesesLemma lasst sich noch verallgemeinern.

Satz (Ogden's Lemma)

Fer jede kontextfreie Sprache L gibt eseine Konstante n 2 N, sodassfur jedes
Wort z2 L mit jzj n gilt: Wennwir in z mindestensn Buchstaben markieren,
solasstsich z soalsz = uvwxy sdireiben, dassvon den mindestensn markierten
Buchstaben mindestenseiner zu vx gehert und hechstensn zu vwx geheren und
fur allei 0 dasWort uviwx'y 2 L ist.

Beweis: Sei L kontextfreie Spracdhe und G Grammatik zu L mit Variablen-
mengeV in Chomsky-Normalform, d.h. alle Regeln haben die Form A! BC
oder A! a. Setzen := 2Vi*l  Wabhle beliebigesWort z 2 L mit jzj n und
betrachte einen Syntaxbaum zu z. Der Syntaxbaum hat jzj Blatter und wegen
der Chomsky-Normalform ist er ,,im wesertlichen binar, d.h. alle inneren Kno-
ten au er den Vorgangern der Blatter haben Grad 2, ansonstenGrad 1. Seien
mindestensn Blatter markiert. Durchlaufe einen Wegvon der Wurzel zu einem
Blatt, wobei stets der Nachfolger gewahlt wird, auf dessenSeite die gre ere An-
zahl markierter Blatter liegt. Nenne Knoten auf dem Weg, fur die rechter und
linker Unterbaum markierte Blatter hat, Verzw eigungsknoten .

Wegenn > 2Vi liegen auf dem Weg mindestensjVj + 1 Verzweigungsknoten
und von den letzten jVj + 1 Verzweigungsknotenentsprechen mindestens zwei
Knoten vy; v, derselben Variablen A (siehe Abbildung 5.2). Seivwx Wort unter
Teilbaum mit Wurzel v; und w Wort unter Teilbaum mit Wurzel v,. Damit sind
u und y eindeutig bestimmt. Es gilt nun:

Da v; Verzweigungsknotenist, enthalt vx mindestens einen markierten
Buchstaben.

Da der Unterbaum von vy inkl. vy nur jVj+ 1 Verzweigungsknotenerthalt,
gibt esin vwx hechstens2Vi*l = n markierte Buchstaben.

Zu G existieren die Ableitungen

S! uAy; Al VA Al w:
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Abbildung 5.2: Weg im Syntaxbaum mit zwei Verzweigungsknotenvsy;v,, die
derselken Variablen entsprechen.

Daraus kann z abgeleitet werden durch
S! uAy ! uvAxy ! uvwxy = z;
aber auch uviwx'y fur jedesi 1 durch
S! uAy! uvAxy ! uv?Ax?y! ouv'Ax'y ! iviwx'y:

Also ist auch uv'wx'y 2 L furi 0.

Bemerkung :
Der Spezialfall von Odgen's Lemma, in dem alle Buchstaben von z markiert
sind, ist geradedas Pumping{Lemma.

Satz
Die Chomsky-Hierarchie ist echt, d.h. L3 L, L; Lo, wobeilLi;0 i 3;
Klasse der durch Typ-i-Grammatik en erzeugtenSpracden.

Bew eis: Zu zeigenist:

(i) Esgibt eine kontextfreie Sprache, die nicht regular ist.
(i) Es gibt eine kontextsensitive Sprache, die nicht kontextfrei ist.

(iii) Es gibt eine semi-enscheidbare Sprade, die nicht kontextsensitiv ist.

Zu (i): L = fa'bji 1gist kontextfrei (sieheBeispiel nach Satz 2.15), aber nicht

regular (siehe Beispiel am Anfang von Kap.5.4).

Zu (ii): L = fabcdji 1gist kontextsensitiv (siehe Bbung 11, Aufgabe 2), da

L durch eine DTM mit Speicherbedarf n entschieden werden kann. L ist
aber nicht kontextfrei (siehe Ubung 13, Aufgabe 6).

Zu (iii): Die universelleSpracelL, ist nicht kontextsensitiv, da L, nicht entscheid-

bar ist. Es gilt aber fur jede Sprade, die durch eine NTM mit linearem
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Speicher entschiedenwerdenkann, dasssie durch eineDTM mit exponen-
tieller Laufzeit entschiedenwerden kann. Denn mit linearem Arb eitsband
kennennur exponertiell viele versdiedeneKon gurationen eintreten. Man
kann also mit exponertiellem Aufwand testen, ob fur eine feste Anfangs-
kon guration eine akzeptierendeEndkon guration erreicht werden kann.

5.16 Def inition
SeiG einekontextfreie Grammatik. Eine Variable A heit nutzlos , falls eskeine

Ableitung S! w gibt, w2 ,in der A vorkommt.

5.17 Satz
Fer eine kontextfreie Grammatik kann die Menge der nutzlosen Variablen (in
polynomialer Zeit) beretnet werden.

Bew eis: Wir beredinen die Menge der nutzlosen Variablen in zwei Schritten.

Schritt  1: Berecinungvon V? V mit A 2 V°genaudann wenn esw 2
gibt mit Al w.

Fege zunachst alle A 2 V mit A ! w fur einw 2 in eine Queue
Q sawie in V° ein. Entferne der Reihe nach alle Elemerte aus Q; fur A
aktuelles Elemert ausQ ersetzejedeRegelB! A mit ; 2 (V[ )

durch die RegelnB ! w , wobeiw 2 und A! w Regel.Wenn dabei
eine Regelder Form B ! w%w®2 ; entsteht, fuge B in Q und V°ein.
Das Verfahren endet, wenn Q leer ist. Per Induktion eber die Lange der
kerzesten Ableitungsregel der Form A ! w kann fur A gezeigtwerden,
dassA 2 V°

Falls S 62V°, breche das Verfahren ab. G erzeugt dann die leere Sprace
und alle Variablen sind nutzlos.

Schritt  2: BeredinungvonV® VOlaller A2 VO fur diees; 2 (Vo[ )
gibt, sodasseine Ableitung S! A  existiert, oder A = S.
Fuge zu allen RegeinS! A mit ; 2 (V°[ ) ;A2 V2 AinVv®
ein. Fur jedesin V®eingekigte A mit A! B ; ; 2 (V[ ) und
B 2 VOfugeauch B in V®ein usw.

Per Induktion wuber die Lange der kerzesten Ableitungsregel der Form
S! A ; ; 2(V°[ ) ;kanndann wieder die Korrektheit bewiesen
werden.

Es gilt insgesan, dassV %°die Menge aller nutzlichen Variablen ist.

5.18 Korollar
Fur eine kontextfreie Grammatik G kann (in polynomialer Zeit) entschieden
werden,ob L(G) = ; ist.

Beweis: L(G) = ; genaudann, wenn S nutzlos.
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Satz
Fur eine kontextfreie Grammatik G kann (in polynomialer Zeit) entschieden
werden, ob L (G) endlich ist.

Bew eis: Entferne zunachst alle nutzlosen Variablen und wberfahre G in eine
aquivalente Grammatik in Chomsky-Normalform. Betrachte dann den gerich-
teten Graphen, der fur jede Variable einen Knoten und fur Variablen A; B die
Kante (A; B) genaudann erthalt, wenn eseine Regelder Form A'! BC oder
A! CB gibt. Mit Tiefensude kann entschiedenwerden, ob dieserGraph einen
Kreis erthalt. Man kann sich leicht eberlegen,dassL (G) genaudann endlich
ist, wenn der entsprechende Graph keinen Kreis erthalt.

Satz
Die Klasseder kontextfreien Sprachenist abgestlossenbzgl. Vereinigung, Kon-
katenation und Kleensdhem Abschluss.

Bew eis: SeienL (G;);L(G2) kontextfreie Sprachen fer die 0.B.d.A. G; und G,
disjunkte Variablenmengenhaben. Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik,
die L(G1)[ L(G2) erzeugt: SetzedazuV = Vi[ V2 [ fSg, S neuesStartsymbol,
R = R]_[ Rz[ fS! S:;S! Szg

Eine kontextfreie Grammatik, die L(G1) L(G2) erzeugt, besteht ausV = Vi [
Vg[ ng und R = R]_[ Rz[ fS! S]_Sgg.

Eine kontextfreie Grammatik fur L(G;) bestelt ausV = V;[ fSgund R =
Ri[ fS! ", S! SS;S! S0

Satz
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgestlossenbzgl. Komple-
mentbildung und Durchscnitt.

Bew eis: Betrachte L; = fa"b'in 1g,L,=fcg,Lz=fag,Ls= fb'c"jn
1g. Alle dieseSpradhen sind kontextfrei. Nach Satz 5.20sind dannauch L; L»
und L3 L4 kontextfrei. L = L;Lo\ Lgly4 ist dann geradeL = fa"b'c"jn  1g.
Diese Sprache ist nicht kontextfrei.

Angenommen, die Klasse der kontextfreien Sprachen ware bzgl. Komplement-
bildung abgestilossen.Dann werde fer beliebige kontextfreie Sprachen L ;L
gelten (L§[ LS)¢ = L1\ L, ist wieder kontextfrei. Dies ist ein Widerspruch zur
ersten Aussagedes Satzes.

5.5 Kon textfreie Sprachen und Kellerautomaten

Def inition
Eine kontextfreie Grammatik ist in Greibac h-Normalform , wenn alle Ablei-
tungsregelnvon der Form

A! a mtA2V;a2 und 2V

sind.
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5.23 Satz
Fur jede kontextfreie Grammatik G, fur die L (G) das leereWort nicht enthalt,
kann eineaquivalente kontextfreie Grammatik GY d.h. L(G) = L(G9) in Greibach-
Normalform konstruiert werden.

Bew eis: Folgende Ersetzungenvon Regeln kennen immer vorgenommenwer-
den, ohne dasssich die von der entsprechenden Grammatik erzeugte Sprace

andert.
(i) Eine Regel A ! 1B > mit B ! ;B! 2B ! , alle Re-
geln, deren linke Seite B ist, kann durch die Regeln A ! 11 2;A !
12 2. Al 1 r 2 ersetztwerden.

(i) SeienA! A g;::; A A und Al 1Al s, wobei ; nicht
mit A beginnen, alle Regeln, deren linke Seite A ist. Dann kennen die
RegelnA ! A i;:::;A ! A | durch die RegelnA ! 1B Al

sB;B ! nioiB ! B! 1B;iio;B ! r B ersetzt werden.
Dabei seiB eine neu eingekhrte Variable.

Wir gehennun davon aus, dass G in Chomsky-Normalform ist. Es seiV =

Variablenmenge zur Umformung von G in G° wird die folgenden Invarianten
erfellen:

l.Invarian te : Die rechte Seite einer Regel,derenrechte Seite mit einer Varia-
blen beginnt, besteht nur aus Variablen.

2.In varian te : Die rechte Seite einer Regel,derenrechte Seitemit einer Varia-

3.Invariante: Symboleaus kommennur alserstesZeichender rechten Seite
einer Regelvor.

4.In varian te : Die rechte Seiteeiner Regel,derenlinke SeiteausV = fA1;:::;Ang
ist und derenrechte Seitemit einerVariablen ausV beginrt, beginnt sogar
mit zwei Variablen ausV.

5.Invarian te : Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus Vv =

O ensichtlich erfullt G alle funf Invarianten. Wir formen G zunachst so um,
dassau er Invarianten 1-5 noch die

6.Invariante: FallsAj! A; Regelist, sogilt j > i.

erfullt ist. Dabei wendenwir (in dieserReihenfolge)



5.24

5.5. KONTEXTFREIE SPRACHEN UND KELLERA UTOMA TEN 105

(i)  zur Ersetzung aller RegelnA; ! A;
(i)  zur Ersetzung aller RegelnA, ! A;
(i)  zur Ersetzung aller RegelnA, ! A,
(i)  zur Ersetzung aller RegelnAz ! A;
(i)  zur Ersetzung aller RegelnAz ! A,

| A3

(i)  zur Ersetzung aller RegelnAj !

usw. an. Es wird also ") -mal (i) und m-mal (ii) angewendet.

Esist leicht zu sehen,dassdie soumgeformte Grammatik alle Invarianten erfuillt.
Danadh sind alle RegelnvonderForm A'! a oderA'! mit 2 (V9 ;a2 ,
wobei eskeine "-Regeln oder Kettenregeln mit linker Seite A gibt.

Wegender 6.Invarianten gibt eskeineRegelA, ! undalleAy, 1! -Regeln
beginnenmit A, . Diese Regelnersetzenwir nun nach Methode (i) und fahren

betrachten, so beginnt  mit einem A;, fur dasj > k gilt, fur das die rechte
Seite also schon die gewinschte Form hat.)

Danach sind alle Regelnmit linker SeiteausV in der Form Ay ! a; a2 .
Wegen der zweiten und der fenften Invarianten beginnen alle rechten Seiten

von Regeln,derenlinke SeiteausVhV = fBy;:::; By gist, mit einer Variablen
aus fA1;:::;Ang. Ersetze diesemit (i). Damit erhalten wir G°in Greibach-
Normalform.

Beispiel

V = fA1;A2;A30, =10;1g,S= A; und
R = fA1| ArAz; Al AszAq Axl 1 Azl AAr Azl Og

Zunachst wird Az ! A1A, ersetzt durch Az ! AsA3A,, dann durch Az !
A3zA1A3A, und Az !l 1A3A,.

Az I A3zA1A3A> wird ersetzt durch Az ! O0Bj3; Az ! 1A3A,B3; B3 !
A1AzA, und Bs! A;A3A,Bs;.

Nun haben alle Regelnmit linker Seite A3 die geweinschte Form.

Eswird nun A, ! AzA; ersetztdurchA, ! 0B3A1, A ! 1A3AA, A ! 0A;
und A, ! 1A3A,B3A;.

Dann wird A; ! AsAj3 ersetzt durch A; ! 1Aj3; A1 ! 0B3A1A3; A !
1A3AA1A3; A1l 0A.A3 und A1l 1A3A.B3A.As.

Sdlie lich werdenBs ! A;A3A; und B3 ! A;A3A,B3 ersetzt durch B3 !
1A3A3A,; B3! O0B3A1A3A3A,; B3 ! 1A3AA1A3A3A%; B3 ! 0A1A3A3A;;
Bs! 1A3A,B3A1A3A3A, und B3 ! 1A3A3A.B3; B3! O0B3A1A3A3A,Bg3;
Bs! 1A3A2A1A3A3A,B3; B3 ! 0A1A3A3A2B3; Bs! 1A3A2B3A1A3A3A,Bs3.

Die neue Grammatik hat also 24 Regeln.

Def inition
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA) besteht aus
(Q; 5 1@ Zo; ;F), wobei
Q endliche Zustandsmenge
endliches Eingabealphabet

endliches STACK-Alphab et
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o 2 Q Anfangszustand

Zo 2 Initialisierung desSTACK

Q ([f'g ' 20 ,dh (gaZ) f(g ):92Q 2 g
und (g;;Z) f(q ):92Q; 2 g
F  Q Mengeder akzeptierendenEndzustande, F = ; ist meglich.

Eine Kon guration eines PD A ist ein Tripel (gq;w; ) mit g2 Q, 2
STACK-Inhalt und w 2 der Teil der Eingabe, der noch nicht gelesenwurde.
Zu (g;wy Wk Z1:::Zm) gibt esfolgendeNac hfolgek on gurationen

(Q®waiiiwy;Z29:::2025:::Z) fur alle (q%Z29:::2% 2 (g wi;Z1)
und
(Qwriiiwg;29:::292,5:::Z2) fur alle (% 29:::29 2 (g, Z4):

Ein PDA akzeptiert einw 2 durc h leeren Stack, wenn eseine zulassi-
ge Folge von Kon gurationen aus der Anfangskon guration (go;w;Zg) in eine
Kon guration (q;";");q2 Q; gibt.

Ein PDA akzeptiert einw 2 durc h einen akzeptierenden Endzustand ,
wenn eseine zulassigeFolge von Kon gurationen ausder Anfangskon guration
(p; W; Zo) in eineKon guration (g;"; ) mit 2 F und 2 gibt.

Ein PDA ist deterministisc h, falls
J(@aszZ)j+j (g™ 2) 1
fur alleq2 Q;a2 ;Z2

Beispiel :

Ein DPDA fur L = fw#wRjw 2 f0;1g g.

Betrachte beliebigesWort wq :::wp# w, :::wy 2 L. Der DPDA liest wy @ ::wpy
und sdreibt jeweils w; auf den STACK. Beim Lesenvon # geht der DPDA
dazu eber, w, :::wp zu lesenund den gelesenenBuchstaben jeweils mit dem
obersten Buchstaben auf dem STACK zu vergleichen. Bei Gleichheit wird der
oberster Buchstabe vom STACK genommen,ansonstenwird in einen nichtak-
zeptierendenZustand gegangerund gestoppt. Ist nur noch Z auf dem STACK,
wird Zy entfernt und die Eingabe ,mit leerem STACK\ akzeptiert.

Eingabe: abgf cba STACK
(w;a;Zo) = (tn;aZo)
(u;bja) = (ou;bd)
(;c;) = (ou;ch c c
(:#:;0) = (B0 b b b b
(;cio) = (") a a a a a a
(op; b;b) = (") Zo Zo Zo Zo Zo Zo Zo Zo |
(p;aa) = (")
(®;" Zo) = (")
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Beispiel

PDA, der L = fwwRjw 2 f0; 1g g akzeptiert.

PDA ist nichtdeterministisch, indem er wie DPDA ausletztem Beispiel arbeitet,
bis auf den Wedsel von , Lesezustandl q; in , Vergleichszustand . Dies tut
er nichtdeterministisch.

Bemerkung :
Fur die Sprache L = fwwRjw 2 f0;1g g gibt eskeinenDPDA. NPDAs kennen
also mehr als DPDAs.

Satz
Zu einemPDA, der eine Sprache L durch einenakzeptierendenEndzustand ak-
zeptiert, kann ein PDA konstruiert werden,der L mit leeremSTACK akzeptiert.

Beweis: SeiA; = (Q1; ; 1; 1;05;Z%;F1) PDA, der L durch Wbergangin

einen Zustand aus F; akzeptiert. Wir konstruieren dazu einen PDA A, =

(Q2; ; 2; 2,05;Z3), der dieselte Sprache L durch leeren STACK akzeptiert.

Dazu muss A in der Lage sein, den STACK zu leeren,wenn A in einen Zu-
stand aus F; kommt. Diese tUbergangedeurfen jedoch nicht zur Akzeptanz eines
Wortes w 62L fehren. Andererseits kann A; zu einem leeren STACK fuhren,
ohne dassdie entsprechende Eingabe akzeptiert wird. In diesemFall darf A,
keinenleeren STACK erzeugen.Die Konstruktion von A, beruht entsprechend
auf der Einfuhrung einesneuen Zustands ge , bei dessenErreichen der STACK

geleertwird, und der Einfuhrung einesneuen STACK-Symbols Z3, das zu Be-
ginn auf den STACK gelegtwird, um einen Ubergangin einen leeren STACK,

in dem das gelesen@Nort nicht akzeptiert werden soll, zu vermeiden.

De niere entsprechend

Q2 = Qi[ fd;eg o Anfangszustandvon A,
> = 1[ fZ3g; Z¢ Initialisierung des STACKs von A,

Die Menge »(q;a;Z)fura2 [f"gundZ 2 , seidurch folgendeBedingungen
festgelegt:

2B 28) = t(aiZgzd)g
A0 a;Z) = 1(ga;Z)furg2Qq; a6 " 22 4
oderg2 QinFq; a=" 22 1
2094 2) = 1@ 2)[ f(oe;")gfurq2 Fy; 22 5
20" Z) = f(oge;")gfarz2
() = ; sonst

A, akzeptiert genauw 2 L mit leeremSTACK, da Z§ nur im Zustand g vom
STACK entfernt werdenkann und ge nur aus ZustandenausF; erreicht werden
kann.

Satz
Zu einemPDA, der eineSpracheL mit leeremSTACK akzeptiert, kann ein PDA
konstruiert werden, der L durch einen akzeptierendenEndzustand akzeptiert.

Bew eis: Ahnlich wie im Beweis zu Satz 5.25 konstruieren wir zu einem PDA
A1 = (Q1; ; 1; 1;6;23), der w 2 L mit leerem STACK akzeptiert, einen
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PDA A, = (Q2; ; 2; 2,05;Z3;F,), der genaudie w 2 L durch Ubergangin
einen Zustand q 2 F, akzeptiert. Dazu wird auf den STACK Z2 gelegt, und
nur gelosdt, wenn die Abarbeitung von A; mit leeremSTACK beendetworden
ware. In diesemSdritt wird in einenneu eingekihrten Endzustand g gegangen.
De niere

Qi [ fd3; 0 g, wobei g3 Anfangszustandvon A, und F, := fgeg
1[ fZ2g; wobei Z2 Initialisierung des STACK von A,

Q2

2

und  seifestgelegtdurch

2. . _ fog;z8z8g fallsa="und X = Z3
2(t;a X)) = : sonst

o00a,Z2) = 1(gaz) fallsq2Q;a2 [ f'gundZ 2 4
2(6"25) = f(ge;")gferq2 Qi

O ensichtlich akzeptiert A, genaudiew 2 L.

Satz
Fur eine Grammatik G in Greibach-Normalform kann ein PDA konstruiert wer-
den, der L(G) mit leerem STACK akzeptiert.

Bew eis: Wir geben zur Grammatik G mit VariablenmengeV und Startsymbol

S, RegelmengeR und Alphabet einenPDA A = (Q; ; ; ;0o;Zo) an, der
genaubei Eingabe w 2 L in eine Kon guration mit leerem STACK wberfehrt.
SetzeQ = fqg, :=V, Zo:= S und de niere

(;a;A) = f(mw; Ji(A! a)2Rg:

Per Induktion eber die Langei einer Ableitung beweisenwir, dass

S ! wiiiiwiAp i Ay genaudann, wenn A beim Lesenvon wj :::w; den
STACK-Inhalt A;:::An erzeugerkann. Darausfolgt, dassA dasWort wy :::wy
mit leeremSTACK genaudann erkennt, wennS! ws :::wy in G existiert, d.h.
Wi:iiiw, 2 L(G).

Induktionsanfang  ist mit i = O trivialerw eiseerfullt.

Induktionssc hritt:  Seii 1 und ..!j \ stehefur eine Ableitung der Langej .
Dann gilt

st wiiliwWiAL AR () Sillwl:::wi 1ACA, AR
owg i wiAr A

Mit der Induktionsv oraussetzungist dies genaudann der Fall, wenn gilt:
STACK-Inhalt A°A; ::: A, erzeugenkann und A°! w;jA;:::A, 1 Regelvon
G ist.

Nach der De nition einesPDA ist dies genaudann erfellt, wenn A das Wort
wy :::w; lesenund dabei den STACK-Inhalt A; :::Apn erzeugenkann.
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Satz
Jede durch einen PDA (mit leerem STACK oder durch akzeptierende End-
zustande) akzeptierte Sprache ist kontextfrei.

Bew eis: Betrachte PDA A = (Q; ; ; ;0;Zo), der La durch leeren STACK
akzeptiert. Wir geben eine Grammatik G mit VariablenmengeV, Startsymbol
S und RegelmengeR an, fur die Lo = L(G) ist. G wird ,fast\ in Greibach-
Normalform sein. Die Konstruktion von G heit Trip elkonstruktion . Setze
V = flg; X;pljp;g2 Q; X 2 g[ fSg, wobei S Startsymbol von G sei. Ent-
spredend sollenaus einer Variable [q; X ; p] genaudie w 2 ableitbar sein, fur
die eseine Abarbeitung von A gibt, die im Zustand g mit oberstem STACK-
Symbol X beginnt und nach Lesenvon w im Zustand p mit leerem STACK
endet. Die RegelmengeR ernthalte demerntsprechend folgende Regeln:

(i) S! [o;Zo;q] fur allegq2 Q

() [oX;0m+2]1"! afon;Yr; ] [0On; Ym;Gn+r] fur alle g i 0n+1 2 Q,
falls (n;Y1:::Ym) 2 (q;a; X).

Wir werden per Induktion beweisen,dassfur alle p;g2 Q; X 2 undw?2 L
gilt:
esgibt in A eine Folge von

:X;p]! win G
[9 J ) Kon gurationen von (g;w; X) nach (p;"; ")

(5.1)

Fer eine Folge von Kon gurationen (bzw. k Kon gurationen) (qg;w;X) nach
k

(p; W% Y) schreibenwir auch (g w; X))~ (p;w®% Y\ bzw. (gq;w; X) ~ (p;w8Y)

Aus dieser Behauptung folgt dann

9p 2 Q mit (0o; W;Zo) ~ (p;™; "), wobei
(go;W; Zo) Anfangskon guration von A ist

() 92 Qmit [q;Zo;p]! W

() 9p2Qmit St [to;Zo;p]! W
() w2L(G)

w2La ()

Beweis von (5.1):

W)\

Wir zeigenzunachst per Induktion eber die Langek einer Ableitung [q; X ; p] 1
w in G, dassesin A eine Abarbeitung (g;w; X) ~ (p;"; ") gibt.
Induktionsanfang:  Fuer k = 1 gilt, dass[qg; X;p]! w eineRegelin G ist, also
ist (p;") 2 (g;w;X) und jwj 1. Also gibt esdie Abarbeitung

@wiX) " (P ") in AL

k
Induktionssc hritt:  Betrachte eine Ableitung [g; X;p] ©= w. Dann kann diese
Ableitung gestirieben werden als

(X P! alh; Yai Gl Vai ol [ Y i G ] W,
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wobei gn+1 = p.
Entsprechend lasst sich w schreiben als w = aw; :::wp, mit w; 2 ,az2

und [q;Y);G+11] [ wj mit kK k 1furallel j m. Nach Induktionsvor-
aussetzunggilt dann (g ;w;;Y;) " (g+1;" ") furallel j m. Also gilt auch
(G:wi;Y; i Ym) " (G+1;" Yjer 1Y) furallel j  m.
Daraus folgt
(Gw;X) ° (G;Wa i Wm; Y1iiiYm)
(p;Wo i iWm; Ya:ii:Ym)
(gB; W3 i iWm;Y3:::Ym)
207 (O W Ym) © (Gmea ) = (05
und damit die Behauptung.
W\
Wir zeigenper Induktion eber die Langek der Abarbeitung (q; w; X)) ! (|
von A, dasseine Ableitung [q; X;p] = w in G existiert.
Induktionsanfang:  Fer k = 1 folgt aus (q;w; X) = (p;"; "), dassw2 [ f"g
und (p;") 2 (q;w;X). Danniist [g; X;p]! w eine Regelvon G.

k
Induktionssc hritt: Betrachte eine Abarbeitung (g; X;w) = (p;"; "), wobeiw =
aw’seimit a= " und w®= w, falls der erste Schritt von A ein "-8bergangist,
a2 sonst Sei(q;w%Y;:::Yn) die Konguration von A nach dem ersten

Sdhritt. Dann gilt

(g aw’ X) " (q;we Y1:::Ym)IS (S

mit kKO k 1.

Seiw®= wy :::wpy Zerlegungvonw mit w; 2 sogewahlt, dassA startend mit
der Kon guration (gi;w% Yy :::Yny) bei der betrachteten Abarbeitung gerade
nach dem Lesenvon wy :::w; zum ersten Mal den STACK-Inhalt Yj.+1 :::V¥Ym
erzeugt;q +1 seider zu diesemZeitpunkt erreichte Zustand. Dann gilt: gm+1 = p

und
kO

(G5W) 22 Wms Y 20 Ym)  (Get s Wi i Wm; Ve 110 Ym);
k® k 1, und wahrend der gesanten Abarbeitung liegt Yj+1 :::Ym ungelesen

auf dem STACK.
Also gilt auch

(q;Wj;Yj)IS (G+1:""):

Nach Induktionsvoraussetzungfolgt daraus, dass[q;Yj;G+1]! w; in G exi-
stiert. Damit erhalten wir, dassauch

[g;X;p]! aloh; Y1, Gllcp; Yo, 0] 10 [Om; Ym s Oner [T @Wa 12iWm = W

in G existiert.
Insgesam folgt damit die Behauptung.
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Korollar
Die Klasseder von nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptierten Spra-
chenist gleich der Klasse der kontextfreien Sprachen.

Satz
SeilL eine kontextfreie Sprache,h: ! ein Homomorphismus. Dann
ist auch die Spracheh (L) = fw2 jh(w) 2 Lg kontextfrei.

Bew eis: Die Abbildung h : ! heit Homomorphismus, da h(w) =
h(wi)  h(wg), wobei w = wi :::w,. Wir benutzen Korollar 5.29 fur den Be-
weis, indem wir einen PDA fur h (L) angeben und dazu die Existenz eines
PDA fur L bernutzen. SeiA = (Q; ; ; :G;Zo;F) ein PDA fur L. Der PDA
A%=(Q% & O 0878 F9 simuliert, was A auf dem Wort h(a) tun kann.
Dazu muss A° sich merken, wieviel A bei Abarbeitung von h(a) nach jedem
Ubergang bereits gelesenhat. Setzedaher

Q%=Q S
wobei S;, Mengeder Su xe von Wertern h(a), a2 (inkl. h(a) und "), ist.
% = (")
FO:=f(g"ig2 Fg
Auerdem sei %:= |, Z0:= Zo und °de niert durch:
() Aa");aY):=f(gh(@);Ygund
Ag;x);a;Y) :=;,fallsx 6 "
far a2 .

(i) A(ax);"Y) 3 (pix); ), falls (p; )2 (g;"; Y) fer alle x 2 S.
(i) Ao ax);" Y)3 ((p;x); ), falls (p; )2 (g a;Y) fur alle ax 2 Sp.

(i) bewirkt, dassA®beim Lesenvona 2 abspeichert, dassA auf h(a) simuliert
werden muss. Die Simulation erfolgt durch "-Ubergange.Durch (i) werden die
"-Bbergange von A ebernommen. Mittels (iii) wird die Abarbeitung von A
simuliert.

Seinun h(w) = h(wi) h(w,) 2 L, dann kann A° auf w die Abarbeitung von
A bei Eingabe h(w) simulieren. Andererseitsist per Konstruktion von A° eine
Abarbeitung einer Eingabe w eine Simulation von A bei Eingabe h(w).

5.6 Unentscheidbare Probleme fur kontextfreie
Grammatik en

Wir haben bereits ein paar Probleme fer kontextfreie Sprachen bzw. Gramma-
tik en betrachtet, welche ,leicht\ entschiedenwerdenkennen.Es kann in polyno-
mialer Laufzeit entschiedenwerden, ob zu einer kontextfreien Grammatik G die
Sprache L (G) leer bzw. endlich ist. Das Wortproblem fur kontextfreie Gramma-
tik enist ebenfallsin polynomialer Laufzeit entscheidbar. Au erdem sind fer kon-
textfreie Grammatiken G, G; und G, die SprachenL(G) , L(G1) [ L(G2) und
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L(G1) L(G2) wieder kontextfrei. Andererseitssind L(G1)\ L(G2) und (L(G))¢
nicht notwendig kontextfrei. Wir werden sehen,dass es sogar unentscheidbar
ist, ob der Durchschnitt zweier kontextfreier Sprachen bzw. das Komplement
einer kontextfreien Sprache wieder kontextfrei ist. Ebenfalls unentscheidbar ist
fur kontextfreie Grammatiken G, G; und G, (uber ), obL(G)= ,L(Gy) =
L(G2), L(G1) L(Gp), L(G1)\ L(G2) = ;, L(G) regular, L(G) inharent mehr-
deutig bzw. G mehrdeutig ist.

Satz
Das Problem fur kontextfreie Grammatiken G; und G, zu entscheiden, ob
L(G1)\ L(Gyp) = ; ist, ist nicht entscheidbar.

Bew eis: Wir beweisen,dassdas Post'sche Korrespondenzproblem(PKP) auch
erntscheidbar ware, wenn L(G;1) \ L(G2) = ; entscheidbar ware. Das ist ein
Widerspruch zur Unentscheidbarkeit des PKPs.

mit X;;y; 2 zu entscheiden, ob es eine Folge von Indizes iq;:::;in gibt,
sodassxi,  Xi, = Vi, Vi, ist. Wir geben fur jede Instanz K desPost'schen
Korrespondenzproblemskontextfreie Grammatiken G; und G, an, sodassesein
Wort w 2 L(G;)\ L(G2) genaudann gibt, wenn eseine Lesungfur K gibt. Das
Alphabet zuG; und Gy sei [ fas;:::;akg, k= jKjund V; = fS19, Vo = fS,0:
G, enthalte die Regeln

Si! oaxijund S; ! aS;x; farallel i k;
analog enthalte G, die Regeln
S;! ayund S;! aiSyy feurallel i k:

Dann gilt o ensichtlich

L(Gy) = fa, a, X, X, jn2N; 1 i kg
und
L(Gp) = fa;, a,Yi, VY. in2N 1 ij ko
K besitzt genaudann eineLeosung,wennesindizesiy;::: ;i gibt mit x;, X, =

Vi, Vi, . Diesist aber genaudann der Fall, wenn esein Wort w = &, aj,
Xi, Xi, = &, a,Yi, Vi, gibt, alsow 2 L(G3)\ L(G2) und damit L (G)\
L(Gg) 6 ;.

Satz
DasProblem, fur einekontextfreie Grammatik G zu entscheiden,ob sieeindeutig
ist, ist nicht entscheidbar.

Bew eis: G ist eindeutig, wenn esfur jedesw 2 L(G) genaueinen Syntaxbaum
gibt. Wir zeigen, dassaus der Nichtentscheidbarkeit von L(G;) \ L(Gz) = ;
fur beliebigekontextfreie Grammatiken G; und G, die Behauptung folgt. Dazu
berutzen wir die im Beweiszu Satz 5.31konstruierten Grammatiken G, und G,
und geben dazu eine kontextfreie Grammatik G an, die genaudann mehrdeutig
ist, wennL (G1)\ L(Gy) 6 ;. Dazuhabe G die VariablenmengeV = fS;;S;; Sq,
wobei S ein neuesStartsymbol sei, und zusatzlich zu den Regelnvon G; und
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G2 noch die RegelnS! S; und S! Sp.

Da G; und G; eindeutig sind, existiert w 2 L(G;)\ L(G2) genaudann, wenn
esin G Ableitungen S! S; ! wund S! S;! w gibt, also G mehrdeutig
ist.

Als Hilfsmittel zum Beweis der Unentscheidbarkeit weiterer Probleme ferr kon-
textfreie Grammatiken benutzen wir die Sprache aller korrekten Rechenwege
einer Turingmaschine.
SeiM eineTM, bestehendaus(Q; ; ;t;go; ;F). Dannkann eine Berechnung
von M durch die Folge der durchlaufenenKon gurationen g mit; 2
und g 2 Q besdrieben werden. q bedeutet, dassauf dem Band das Wort
, umgeben von Blanksymbolen, steht, die Turingmascine im Zustand q ist
und der Lese-/Sdreibkopf auf die Stelle des Bandes, an der das erste Symbol
von steht, zeigt.

ist, so kann dieser Rechenweg durch das Wort wi# wo# :::# wn#, mit # 62
Trennsymbol, kodiert werden. Allerdings lasstsich die Sprache aller Werter, die
in dieser Weisedie korrekten Rechenwegeeiner TM kodieren, nicht unbedingt
durch kontextfreie Grammatik en bestireiben. Daher wird ein , Trick\ angewen-
det und jede zweite Kon guration gespiegeltkodiert.

Def inition
Die Sprache By der korrekten Rechenwege einer TM M bestelt aus
allen Worten

wi# W # wa# Wl o :wR#; falls n geradeund

wi# WR# wa# WR :w,# ; falls n ungerade,

wobei diew;; 1 i n; Kongurationen von M sind, w; eine Anfangskon -
guration, w, eine akzeptierendeKon guration und fur allel1 i n 1 die
Kon guration wi,; die direkte Nachfolgekon guration von w; bei einer korrek-
ten Berechnung von M ist.

Lemma
Fuer alle Turingmaschinen M ist By, der Durchscnitt zweier Sprachen L; =
L(G1) und L, = L(G3), wobei G; und G, kontextfreie Grammatiken sind.

Bew eis: Wir konstruieren L, und L, ausden Sprachen
L := fu# vRjv ist direkte Nachfolgekon guration von u fur Mg
bzw.
L%:= fvR# uju ist direkte Nachfolgekon guration von v fur Mg
Falls L und L°kontextfrei sind, sosind auch
L= (Lf#g) (f"g[ F f#g)

und
Lo:=fopg f#g(L%#qg) (f"g[ F f#g)



5.35

114 KAPITEL 5. GRAMMA TIKEN UND DIE CHOMSKY-HIERAR CHIE

kontextfrei, wobei Bandalphabet, Eingabealphabet, gqo Anfangszustandund
F Endzustandsmengevon M . O ensichtlich haben alle Werter ausL ; die Form

wi# WR# 11wy 1# Wi # oder
WiH WRH# 11iWo 1 # WRH# Woii #

mit w; Kon guration von M und wy; direkte Nachfolgekon guration vonwy; 1
fur allel | i und wy.1 akzeptierendeKon guration, falls vorhanden.
Analog haben alle Werter ausL, die Form

Wi# WR# 1wy 1 #WR# oder
Wit WR# 1wl L wo 1 #

mit w; Kon guration von M , wi Anfangskon guration, wo;.1 direkte Nachfol-
gekon guration vonw,; fur allel j i 1und wy akzeptierendeKon gu-
ration, falls vorhanden.

Dannist By = L1\ Lo.

Wir geben nun eine kontextfreie Grammatik G fur L an mit Startvariable S
und zusatzlicher Variable A. G enthalte folgendeRegeln:

() alle RegelnS! aSa, a2 nftg ;
(i) fur alle Ubergange (g;a) = (g% b;R) von M die RegelnS! gaAq;

(iii) fur alle ®bergange (g;a) = (q%b;L) von M die RegelnS | xgaAbxd’,
wobei x Symbol links von a beim Lesenvon a im Zustand g;

(iv) fur alle Ubergange (q;a) = (g% b;N) von M die RegeInS! gaAbd,
(v) fur allea2 die RegelnA! aAa;
(vi) die RegelA! #.

Analog kann eine kontextfreie Grammatik GO fur L° angegelen werden. Es ist
leicht zu zeigen,dassL(G) = L und L(G9 = L%ist. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Bemerkung :
Falls M in jeder Berechnung nur hechstens einen Redhensdiritt ausfuhrt, ist
Bn sogarselbst kontextfrei.

Lemma
SeiM eineTM, die auf jeder Eingabe mindestenszwei Rechensdiritte ausfehrt.
Dann ist die Sprache By, genaudann kontextfrei, wenn L(M ) endlich ist.

Bew eis:

«( \ Falls L(M) endlich ist, ist By, auch endlich, da eszu jeder Eingabe aus
L (M ) genaueine akzeptierendeBerechnung gibt. Jede endliche Spracde ist re-
gular, also auch kontextfrei.

+) \ AngenommenL (M ) ist unendlich und By, ware kontextfrei. Wir fehren
diese Annahme unter Benutzung von Ogden's Lemma zum Widerspruch. Da
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L (M) unendlich ist, gibt eszu der Konstanten n aus Ogden'sLemma ein w 2
Bm mit w= wi#wE# :::und jwRj n. Wenn alle Symbole aus # w# mar-
kiert werden, musseseine Zerlegunguvwxy von w geben, sodassvx mindestens
einenund vwx hechstensn markierte Buchstaben enthalt und uviwx'y 2 By
fur allei 0. Da M mindestenszwei Berechnungsstiritte ausfehrt, existieren
die Kon gurationen wj;w, und ws. Entsprechend der Zerlegungvon w enthal-
ten #wR# und vx mindestenseinen gemeinsamenBuchstaben, und nur eines
der Worte w; und w3 hat ebenfalls gemeinsameBuchstaben mit vx. Wenn wy
keinengemeinsamerBuchstaben mit vx hat, ist uv2wx?y 628y, , da die Berech-
nung fur die Anfangskon guration w; eindeutig ist. Aus demsellen Grund ist
uvlwx?y 628y, , falls wi# Prax von uv? ist. Falls v ein Teilwort von w; were,
messtex ein Teilwort von w5 sein, damit fur gro es i dasWort uv'wx'y 2 By
ist, da zwei aufeinanderfolgendeKon gurationen etwa gleich lang sind. Dann
ware aber w3 als Nachfolgekon guration zu kurz, uv'wx'y also keine Kodierung
eineskorrekten Recherwegesvon M .

Lemma
Fer jede TM M ist das Komplement (Bw )¢ von By kontextfrei.

Bew eis: (Skizze)
Wir geben drei kontextfreie SprachenL, L, und L3 an, sodass(By )¢ = L1 [
Lo [ Ls. Wir nennen

wi#t WR# 11:wR#  fur geradesn
wi# WR# iwa#  fur ungeradesn

wohlgeform t, wobei w; Kon guration fur allei; 1 i n; wy; Anfangskon -
guration und w, akzeptierendeKon guration.

Li:= gij nicht wohlgeformtg

< w wohlgeformt und esgibt i ungerade,sodassw; # wR ; =
L,:= w | Teilwort von w, fur daswi.; nicht Nachfolgekon guration

é von w; ist. 9

< w wohlgeformt und esgibt i gerade,sodasswR# wi.; =
Lsz:= w | Teilwort von w, fur daswi.; nicht Nachfolgekon guration

' von w; ist. k

Dann ist o ensichtlich (By )= L1[ L[ Ls. Esbleibt zu zeigen,dassLq, L»
und L 3 kontextfrei sind. L ist das Komplement desregularen Ausdrucks

o # Q # F #

und ist damit sogarregular. Fer L1 und L, kennen kontextfreie Grammatiken
angegelen werden, wobei die Regeln ahnlich wie im Beweis zu Lemma 5.34
hergeleitet werden.

Satz
SeienG; G1; G, kontextfreie Grammatiken uber . Esist nicht entscheidbar, ob

(i) (L(G))° kontextfrei ist,
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(i) L(G1)\ L(G32) kontextfrei ist,
(i) L(G)=

(iv) L(G1) = L(G2),

(V) L(G1) L(G2).

Bew eis:

() Angenommen, es gabe eine TM M © die fur G entscheidet, ob (L(G))®
kontextfrei ist. Wir zeigen,dassesdann auch eine TM M %gabe, die

L := fhMi jL(M ) endlichg

entscheidet. Dies ware ein Widerspruch zum Satz von Rice (3.16).
O.B.d.A. erthalte L nur hMi , fur die M mindestenszwei Rechensdritte
ausfihrt. Die TM M ®beredinet fur jede Eingabe hMi mit Lemma 5.36
eine kontextfreie Grammatik Gy fur (By )¢. Dann simuliert M %die TM
M © auf der Eingabe Gy und entscheidet damit, ob By, kontextfrei ist.
Nach Lemma 5.35ist dies aquivalent dazu, dassL (M ) endlich ist.

(i) Angenommen, es gabe eine TM M ©, die fur G; und G, entscheidet, ob
L(G1)\ L(G,) kontextfrei ist. Wir betrachten eine TM M %0 die auf Ein-
gaben hMi entsprechend Lemma 5.34 kontextfreie Grammatiken Gi.m
und Gu.m beredinet mit L(Gyv )\ L(Gam ) = By . Dann simuliert M @
die TM M Cauf den Eingaben G1.y und G».v und entscheidet damit, ob
Bm kontextfrei ist, alsowiederob L (M ) endlich ist. Diesist wie in (i) ein
Widerspruch zum Satz von Rice.

(i) Angenommen, es gabe eine TM M ©, die fur G und  entscheidet, ob
L(G) = ist. Wir betrachten eine TM M % die fur hMi entscheidet,
ob L(M ) = ; ist. Dies ware wieder ein Widerspruch zum Satz von Rice.
M %perednet fur hMi mit Lemma5.36 einekontextfreie Grammatik Gy
fur (By )¢. Dann simuliert M ®°die TM M % auf Gy und entscheidet, ob

(Bm )¢ = ( [ f#q) ist. Diesist aquivalent dazu,dassBy = ; und damit
L(M) = ist
(iv) Die Entscheidung, ob L(G;) = ist, ist ein Spezialfall von L(G;) =

L(G2). Damit ist L(G;1) = L(G) ebenfalls unentscheidbar.

(v) Die Entscheidung, ob = L(Gy) ist, ist ein Spezialfall von L(G;)
L(G2). Damit ist auch L(G;1) L(G32) unentscheidbar.

5.38 Satz N
Die Sprache L = fa'b ckji = j oderj = kg ist inharent mehrdeutig.

Bew eis: (Skizze) N
Zunachst stellen wir fest, dassL = fa'li c¥ji = j oderj = kg kontextfrei ist. Es
gilt L=1L1[ Ly, wobei

L.:=fa'bji 0g fcg



5.6. UNENTSCHEIDBARE PROBLEME FUR KF GRAMMA TIKEN 117

L,:= fag fbcji Og:
Der Schnitt L1\ L, = fa'bcdji  Ogist jedoch nicht kontextfrei. Der Beweis
der Mehrdeutigkeit von L beruht nun darauf, fer gewisseWerter ausL i\ L, zu
zeigen, dassjede beliebige kontextfreie Grammatik G zu L zwei Syntaxbaume
fur dieseWerter besitzt. Ausgehendvon den Wertern a"b"c"* "' und a”* "'’ ¢
wird unter Benutzung von Ogden's Lemma gezeigt,dasseszu a"* "'+ g+ !
zwei Syntaxbaume gibt.



