LA V ERFAHREN

Von Thomas Pajor

Holy shit.
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\Vorwort

Dies ist eine Zusammenfassung einiger Verfahren der Linearen Algebra aus der Vorlesung vom Wintersemester
04/05 sowie Sommersemester 2005 an der Uniararisruhe (TH). Die Vorlesung wurde von Herrn Prof. Weil
gehalten.

Die Verfahren stellen ein methodisches Vorgehen zigung bestimmter Aufgabentypen dar. Ichahte jedoch
anmerken, dass es in einer LA Klausxtrem gefahrlich ist sich nur auf Verfahren zu verlassen. Denn zum einen
sind rund 50% der Klausuraufgaben vom Typ "Beweisen Sie, dass gilt...". Diese lassen sich durch vorgelernte
Verfahren ndirlich nicht Ibsen und erfordern ein tiefergehendes \fardhis der Linearen Algebra. Dieses wird

von diesem Skript jedochicht vermittelt. Daher sollte das Skript nicht als Lerngrundlage benutzt werden!

Das Skript ist jedoch als Eémzung geeignet um Sicherheit und Schnelligkeit bei Standardaufgabentypen zu er-
langen. Ein paar Abschnitiger die grundlegendsten Strukturen, Abbildungen sowie Rechenregahzergdie
Sammlung.

Ich habe das Skript priéx fir mich als Klausurvorbereitungshilfe erstellt, denke jedoch dass es vielleicht dem
einen oder anderen auch beim Lernéiztich sein knnte. Ich erhebe allerdings weder Anspruch auf Korrektheit
noch Vollst&ndigkeit der Verfahren.

Wenn ihr Fehler findet oder Verbesserungsvoisgblhabt, so schreibt mir doch bitte eieéMail. Die neuste
Version des Skriptes findet sich immer aufw.logn.de

Viel Erfolg in der Klausur,

Thomas Pajor.
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Hochgradig Konfuse LA—Verfahren

ASUNGSVERFAHREN

1 Losungsverfahren

1.1 Lineares Gleichungssystem Finden

Gegeben: Ein affiner Unterraunl, = v + U eines Vektorraumg&™
Gesucht:Ein inhomogenes LGS, dadsals Losung besitzt.

Homogener Tell

SeiU = [uy, ..., u;]. Berechne den homogenebdungsraum des LGS

Der Losungsraum bestehe aus den Vektoren

A=[o,...,a]

Inhomogener Teil
Fur den inhomogenen Teil berechne folgenden Veltor

T
aq b1
] e=
T
a; bk

Tipps & Tricks: Zur Probe dass man sich nicht verrechnet hat: den Losungsraund muss ndirlich gelten

dim A = dimn — dim U.

1.2 Summen—, Schnitt— und Faktorraum

Gegeben: Ein n-dimensionalerK-Vektorraum V' sowie zwei UnteumeU = [uq,...

[wl,...,wl].

Gesucht: Der Summenraury + W, der Schnittraun®/ N W sowie der Faktorraurdr/;.

Summenraum

Der Summenraum ist extremst einfach berechnet:

U+W:[ula"'vukVu)l""’wk]

Schnittraum

Build: 12. September 2005, 12:48

,uk] und W =



Hochgradig Konfuse LA—Verfahren 1.3 UALE Basis

Um den Schnittraum zu berechnen brauchen wir alle Vektoren die sich sowohl;aus,u; alsauch aus
wy, . .., w; erzeugen lassen. Mache folgenden Ansatz:

ajuy + ...+ agup = Brwy + ...+ Gwg
Bringt man die rechte Seite auf die Linkéhit das zum homogenen LGS

aq

(ur - wp —wy - —wy)- %If -0

Bi
Lose dieses LGS. Derdsungsraum sdi = [x1, .- -, Xm]-

273

Die Basisvektoren des Schnittraums lassen sich nun ausrechen, inderirjealef Basisvektetoy; =: | 3,

ausL entweder

b; = aug + ...+ agug oder b; = Brswi + ...+ Buw;
berechnet. Der Schnittraum ist dann

UNW =[by,...,bn)

Faktorraum

Erganze die Basis vol/ zu einer Basis vorl/. Die neu hinzugekommenen Vektoren seien mit 1, . . ., uy,
bezeichnet. Dann ist der Faktorralifji;; gerade

V/U:[uk+l+U7"'7u7L+U}

1.3 Duale Basis

Gegeben: Ein n-dimensionaler Vektorrauii und eine Basi®3 = (b1, ..., by,).
Gesucht:Die zu B duale BasisB* = (®4, ..., ®,,) des Dualraum&™* von V.
Schreibe die Vektoreb; als Spalten in eine Matrix/, also

M:=(by - by)

Invertiere nun die Matrix.
Die Zeilen vonM ~! sind dann die Koordinatenvektoren der Basisvektd@gheziglich der Standard—Dualbasis.

Build: 12. September 2005, 12:48 5



Hochgradig Konfuse LA—Verfahren 1.4 08DAN-NORMALFORM U. JORDAN-BASIS

1.4 JorDAN-Normalform u. J ORDAN-Basis

Gegeben: Eine Matrix A € K™*™ (MeistensR oderC).
Gesucht: Die JORDAN-Normalform vonA sowie eine ®RDAN-Basis be#glich dererA JORDAN-Normalform
annimmt.

Die JorDAN-Normalform zu finden kann etwas in Gefummel ausarten.

Charakteristisches Polynom Berechnen

Wir berdtigen die Hauptiume vonA. Bestimme dair zurachst das charakteristische Polynom viralso
p(X) =det(A— XE,)

Bringep in eine volls&ndig faktorisierte Form, also
p(X) = (1 = X)™* - (c2 = X)™ (g — X)™

Die Potenzem; sagen uns sier etwagdiber die lange des JRDAN-Blocks zuc;.

Eigenraume

Suche nun erstmal die Eigémme. Der Eigenraurh; ist die Losung des homogenen LGS
(A—ciEp)x =0

Merke hier die Dimension des Eigenraums vor!

Hauptr aume

Jetzt beitigen wir noch die Haupaume. Deti-te Hauptraum ist gerade dedsungsraum des LGS
Rang(A — ¢;E,)* = Rang(A — cE,,)% !

fur minimaless. Um diesen zu finden berechne solange
Rang(A — ¢;E,)?,Rang(A — ¢;E,,)3, ...

bis sich der Rang nicht mehr @rdert.

JORDAN-Normalform

Konstruiere nun diedrDAN-Normalform. Dabei gelten folgende Zusammange:

k = Anzahl der dRDAN-Blocke. Es gibt genau einemBDAN-Block zu jedem Eigenwert;
T = Lange desdRDAN-Blocks zum Eigenwert;
dimE., = Anzahl der dRDAN-Kastchen im GRDAN-Block zum Eigenwert;
S = GroRRe desdngsten Kstchens imi-ten Block bzw. Index im Minimalpolynom.
Das Angste Kastchen steht immer am Anfang des Blocks.

Die JorRDAN-Normalform A von A hat also die Form

] o
0 [Fa]

wobei jeder dRDAN-Block A, die Form

_A~:

Ci

1

N | 6
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hat.
JORDAN-Basis

Falls verlangt, suchen wir noch eine Basiswechselmatrso dass gil§— A4S = A. Wir brauchen also eine Basis
B bediglich dererA in JorRDAN-Normalform ist. Macheir jedenEigenwertc; (jeden HRDAN-Block) folgende
Schritte

(1) Fur jedes dRDAN-Kastchen (es habe digihgel) mache:

(1) Wahle einen beliebigen Vektar; € Kern(A — ¢;E,)" \ Kern(A — ¢;E,)!~1. Haben wir
schonmal Vektoren aus dieser Menge ghit; wahle einen der linear unaéhgig zu den be-
reits Gevéahlten ist!

(2) Berechne stur die Vektorex)_1, ..., x; jeweils durch
xy = (A—GEp)’x v=1,...,1—-1

(3) Wir missten jetzt genali(! war die Lange unseresoRDAN-Blocks!) neue Basisvektoreny
berechnet habeniige diese in die geordnefehinzu.

Hat man die oberen Schritté@rf jedes dRDAN-Kastchen in jedemaQRDAN-Block durchgefihrt, so sollte man
geraden Basisvektoren erhalten haben. Diese bilden diemaN-Basis! Die Transformationsmatrig ist nun
einfach — wie gewohnt — eine Aneinanderreihung der jewiligen Basisvektoren, also

Si=(by --- by)

Tipps & Tricks:

e Hat man einen nilpotenten Endomorphismus it = 0, so ist0 der einzige Eigenwert vom. Also ist
pe(X) = X", alsorg = n. AuRRerdem isky = v. Die JNF hsst sich jetzt schnell ausrechnen, indem man
noch schnell den Eigenraufy, ausrechnet. Nun hat man schon alle Daten um die JNF zu konstruieren!

e A und A sindahnlich. Das hei#l und A haben die gleiche Spur, das gleiche charakteristische Polynom,

die gleichen Eigenwerte und die gleiche Determinante.

e Oftmals Bsst sich die SJRDAN-Normalform berechnen wenn das charakteristische Polynom, das Minimal-
polynom und die Dimensionen der Eiganme gegeben sind. Dann kann man sich eine Menge an Rechnung

sparen. Allerdings sind diese Angaben im Allgemeinen nicht hinreichi@ndié Bestimmung der JNF.

e Eine weitere gute Beschreibung zur Jordan-Normalform gibt €5.in [

1.5 Gram-Schmidt Verfahren zur Berechnung einer ONB

Gegeben: Ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraurhmit einer beliebigen BasiB = (x1,...,x,)vonV.
Gesucht: Eine Orthonormalbasis (ONR) = (y1,...,y,) vonV.
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Hochgradig Konfuse LA—Verfahren 1.6 HRECHNUNG DESORTHOGONALEN KOMPLEMENTRAUMES

Das Gram-Schmidt Verfahren ist ein Orthogonalisierungsverfahren. Dies berechnet sich (rekursiv) wie folgt:

g1 =1
~ <$2>y~1> -
Y2 '= T2 — =5 "Y1
1
N (@0 9)
- ko Yi) -
yk::xk—z ||?3||5 - Ui k=3,....n
K3

=1
Nun muss noch jeder Vektor normalisiert werden, also beredmadléi = 1,...n

Yi = o7
C

1.6 Berechnung des Orthogonalen Komplementraumes

Gegeben: Ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorrauvh mit Standardskalarprodukt und ein Unterralim
Gesucht:Ein UnterraumU+ mit U @ U+ = V.

Sehr einfach!

Berechne dend@sungsraum des LGS
by
bT

_2 x=0
by
Dieser Losungsraum ist der orthogonale KomplenderaumU+ zu U beziglich des Standardskalarprodukts in
V. Falls verlangt, kann man mittels Gram-Schmidt Verfahren nun noch eine ONB inestimmen.

1.7 Orthogonalprojektion auf einen Unterraum

Gegeben: Ein k-dimensionaler Unterraui eines Euklidischen Vektorraums.
Gesucht: Die Orthogonalprojektion (z) aufU.

Orthonormalbasis Berechnen
Berechne eine ONB ity. Wende dazu das Gram-Schmidt Verfahren (siebeauf die Vektoren au& an.
Orthogonalprojektion

Die Orthogonalprojektion ist nun einfach
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1.8 Abstand zweier affiner Unterraume

Gegeben: Zwei affine UnterdumeL = 2y + U und K = yo + W einesn-dimensionalen Euklidischen Vektor-
raumsV.
Gesucht:d(L, K') sowie LotfulRpunkt&;, € L, £x € K mitd(L, K) = d(éL, &k ).

Jenach Beschaffenheit van bzw K hat man hier die Auswahl zwischen zwei Methoden um den Abstand zu
berechnen. Wichtigiir alle Methoden ist der Zusammenhang, dass gilt

d(L, K) = d(yo — 20, U + W)
= H(yo - 960) - 7TU+W(yo - xo)H
1. Methode

Diese Methode eignet sich gut, wenn die DimensionenWamd W recht klein sind, da man dann schnell eine
ONB in U + W berechnen kann.

(1) EsqiltjaU + W = [U U W]. Bestimme also die Orthogonalprojektiag .y () auf U + W mittels
Verfahrenl.7.

(2) Berechnei(L, K) = ||(yo — x0) — mu+w (Yo — xo) |-
2. Methode

Diese Methode eignet sich gut, wenn die Dimension (@n+ 1)+ gering ist.

(1) Berechne den orthogonalen Komplengraum(U + W)+ mit dem Verfahren aus.6.
(2) Berechne die Orthogonalprojektian . () (siehel.?).
(3) Nun ist der Abstand einfacl(L, K) = ||m 4w+ (yo — @o)|-

LotfuBpunkte
Sind noch LotfuBpunkté;, und&x gefragt, so hat man noch ein paar Schritte mehr zu tun.

Hat man oben die 2. Methode angewendet, so iséehstr;; . w (yo — o) zu berechnen. Dies geht ganz einfach,
namlich:

mu+w (Yo — To) = (Yo — To) — W(U-&-WH(?JO — x0)
Wegenryw = u —w firu € U undw € W stelle folgendes inhomogene LGS auf

(u1 o UdimU  —W1 . ~Wdimw | Tusw (Yo — xo))
wobeiu,; die gegebenen Basisvektoren dausindw; die gegebenen Basisvektoren dlissind.
Die Losung dieses LGS sei der folgende Vektor

aq

Qdim U

51

/Bdim w

Dieser liefert die Koeffizienten um die Lotful3punkte durch Linearkombinationen der Basisvektoren aus den jewei-
ligen Unterumen zu beschreibefy, und& lassen sich also wie folgt ausrechnen:

L = a1y + ...+ Qdim UUdim U + T0o

Ex = frwr + ... + Bdim W ldim w + Yo

Geschafft!

Build: 12. September 2005, 12:48 9



Hochgradig Konfuse LA—Verfahren 1.9 BSTAND ZWEIER AFFINERUNTERRAUME (ACHENBACH-V ERFAHREN)

1.9 Abstand zweier affiner Unterraume (Achenbach-Verfahren)

Gegeben: Zwei affine UnterdumeL = 2y + U und K = yo + W einesn-dimensionalen Euklidischen Vektor-
raumsV.
Gesucht:d(L, K') sowie LotfulRpunkt&;, € L, £x € K mitd(L, K) = d(éL, &k ).

Vollig durch!

1.10 Isometrie-Normalform |

Gegeben: Eine MatrixA € R™*". ~
Gesucht: Die Isometrie-Normalformi zu A sowie eine orthogonale Matri% beziglich dererd = ST AS gilt.

Beweis dassA Isometrie

Ist ein Beweis verlangt, dass es sich Haim eine Isometrie handelt, rechne nach ob
ATA=E,
erfullt ist.

Hilfsmatrix, Eigenwerte
Stelle eine HilfsmatrixB wie folgt auf

B:=A+AT
Berechne alle Eigenwerte vasindem man das charakteristische Polynesvon B ausrechnet. Die Eigenwerte
seiency, ..., ¢ mitihren jeweiligen Vielfachheiten (Potenzen im char. Polynem). ., r.
Esmusggelltenc; € [—2,2] furi = 1,..., k. Ist es nicht so, hat man sich wohl verrechnet!
Isometrie-Normalform

Berechne die Drefdstchen zu den Eigenwerten mit Ausnahme der Eigenwerte2 (sofern vorhanden). Das
Drehkastchen zum Eigenwerf hat genau die Form:

‘ ci )2 ci
1 - (5) 2
Damit ist die Isometrie-Normalform:
1
1
-1
A =
-1
Ay

Ay
+1 kommt dabei genau so oft vor wie die Vielfachheit des Eigenwetsund 4; sind die Drehkstchen zu den
restlichen Eigenwerten.
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Die Basiswechselmatrix
Der Eigenwer® bzw. —2 wird zurachst gesondert behandelt.

Berechneifir die Eigenwert@ und —2 (sofern sie existieren) jeweils den Eigenraimbzw. £_5 in B. Bestimme
weiterhin eine ONB in den EigeaumenE ., (Zum Beispiel — aber nicht notwendigerweise — mit dem Gram-
Schmidt Verfahren aus.5). Die so gewonnen orthonormalen Basisvektoren bilden die ersten Spalten der Matrix
S.

Die restlichen Spalten

Fir jeden defibrigen Eigenwerte;, i € (—2,2) geht man wie folgt vor:

(1) Bestimme den Eigenrauti., zum Eigenwert;. Dabei istdim E., gerade.

(2) Wahle einen beliebigen Vektare E., (z # 0).

(3) Berechney := Ax.

(4) Orthonormalisiere die Vektorenundy zuz undg.  undg bilden die rachsten Spalten ifi.
(5) Istdim E., = 2 so kann man hier au@iten und mit dem &chsten Eigenwert fortfahren.
(6) Bestimme das orthogonale Kompleménty] " =: U in E.,. [Wie?]

(7) Wahle ein neues € U (x # 0) beliebig und berechne ein neugs= Ax.

(8) Orthonormalisiere: undy zu z undy. Wieder haben wir durch die neuen Vektoreaondy zwei Spalten
von .S gewonnen.

(9) Wiederhole Schritt§) bis (8) bis man genau so viele Vektoren (Spalten) gewonnen hadinie?,., !

Fertig!
Man hat nun eine x n Matrix S konstruiert, @ir die

A=S5TAS
erfullt ist.
Tipps & Tricks:

e Der Drehwinkeky; zum Eigenwert; berechnet sich duraktbs w; = . Damit sind die Drehé&stchen auch
durch
A - cosw; — sinw;
© sinw;  cosw;
gegeben.

1.11 Isometrie-Normalform Il

Gegeben: Der Euklidische Vektorrauny = R? mit Standardskalaprodukt und zwei Vektoren z-, sowie die
Werte®(x;) und ®(x2) wobei® eine Isometrie ist.

Gesucht: Die Drehebene, die Drehachse, der Drehwinkslowie die Isometrie-Normalformg von ®. AuRer-
dem eine Basi® bediglich dererds angenommen wird.
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ACHTUNG: Dies ist ein sehr spezielles Verfahren. Es zeigt einige heftige Tricks mit denen man hier eine
Isometrie-Normalform herleiten kann, obwohl man eigentlich nur die Bilder von zwei Vektoren gegeben hat!

Drehebene

Die Drehebené’ istim R? natirlich zwei-Dimensional. Anschaulich klar ist auch dass die Vektaren®(z;) €
U in der Drehebene liegen (man kann sich das auch recht schnell selbst beweisen, wenn man die Lust hat). Also
ist die Drehebene

U:=[z1 — ®(21), 20 — O(22)]

Drehachse

Die Drehachse muss senkrecht auf die Drehebene stehen. Offenbar ist sie eindimensional, also finde den orthogo-
nalen Komplementraum zii; Am besteriiber das Verfahreh.6. Dies liefert uns die Achse

A = [a]

Normalisiert man noch schnell den Vektarso liefert er uns schon den ersten Basisvekiosfater, also

a

b= o
]

Drehwinkel

Hochstwahrscheinlich liegem, und zo nicht in U, also Khnnen wir nicht einfach den Winkel zwischen und
®(x1) bzw. 25 und ®(z5) berechnen, da die Vektoreilig schief im Raum liegen. Auchdanen wir nicht einen
beliebigen Vektor au&’ nehmen und ihn durcth drehen, denn wir haben ja keine Abbildungsmatrix dorHier
geht jetzt also das Getrickse los.

Stellen wir uns eine Ebene vor, die von der Achseind dem Vektorz; aufgespannt wird. Bnnten wir eine
orthogonale Basis in dieser Ebene berechnen (wefeil dieser ist), dannd&nnte man mithilfe dieser Basis den
Vektor z; so ausdilcken, dass er orthogonal adifiegt. OK, also einen Vektor haben wir ja schoapnlicha. Der
zweite berechnet sidiiber Gram-Schmidt mit

7 . <$1aa>
=TS

Wenn wir schon dabei sind, normieren wirnoch schnell zw-., das brauchen wir noch arer.

Flr den Winkekv berbtigen wir noch das Bild(b2). Mit ein paar geschickten Umformungeiskt sich das sogar
berechnen:

D (bs) = By <|“|";’HZ> 2

_¢@g¢ﬁﬁﬁh)

— ®(x1) — <:,C1,a> @

Dies lasst sich komplett ausrechnen, ddnfa) = a und®(x,) ist nach Aufgabenstellung bekannt!

Jetzt kbonnen wir den Winkel ganz einfach berechridrer

12| ©(b2)]

Also ist die Isometrie-Normalform:

- 1 0 0
Te =0 cosw —sinw
0 sinw cosw
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Basis

Um jetzt die gesuchte Basis zu finden begen wir noch einen dritten Vektor der Orthogonal auf den Vektéren
(bzw. a) undbs (bzw. bs) steht. An dieser Stelle reicht es die Vektotgrund ®(b2) zu orthogonalisieren, also

by = (b2) — @ﬁ%)’z@b;

Normieren vorb; zu b filhrt uns schlieBlich zur Basis = (b1, ba, b3).
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2 Beweismethoden

Gegeben: Eine Abbildung® : V- — W.
Gesucht: Der Beweis, das® injektiv.

1. Methode
Zeige die Aussage

Ve,y e Vmit®(z) =o(y) = z=y

Oderzeige
Ve,ye Vmita Ay = &(x) # D(y)

2. Methode

Da eine AbbildungP genau dann injektiv ist, werliern ® = {0}, zeige folgende Aussage
VeeVmitd(zx) =0 = z=0

Achtung: Diese Methode funktioniert nur wenn die Abbildung zwischen Strukturen operiert, bei denen ein neutra-
les Element definiert wird!
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3 Anhang

3.1 Strukturen

Diese Sektion entidt einige grundlegende Strukturen, die in der Linearen Algebra wichtig sind.

Jeder diese Strukturen besteht aus eivienge(z.B. A) und einer oder mehraferkrilpfungenEine Verkripfung
ist dabei eine Abbildung : A x A — A. Sie Verknupft also zwei Elemente aus der Mengederart dass ihr
Ergebnis wieder irA liegt.

3.1.1 Allgemeine Mengen

Definition (Partition) EinePartition P einer MengeV/ ist eine Menge von Teilmengen vad, so dass gilt

e VX € P: X #{} (Keine der Teilmengen ist leer)

e VX, Y e PmitX #£Y :XNY ={} (Paarweise versch. Teilmengen sind disjunkt)
. U = M (Die Vereinigung aller Teilmengen ergibt wiedkf)

XeP

Alternative Definition: Eine PartitionP einer MengelM ist eine Menge von nichtleeren Teilmengen Bnso
dass jedes Element alisin genau einer Menge voR enthalten ist.

Anzumerken ist hier noch, dass eidquivalenzrelation~ auf einer Menge\/ durch ihreAquivalenzklassen stets
eine Partition erzeugt. AlsB := {[z]. | « € M} ist eine Partition. Man schreibt hier st®tauchM/ ..

3.1.2 Gruppen
Definition (Halbgruppe) EineHalbgruppe(A4, o) ist eine Menge mit einer Verkipfung, fir die gilt:

e Vx,yc A:xoyec A (Abgeschlossenheit der Verlipfung)

o Vr,y,z€ A:zxo(yoz)=(roy)oz (Assoziativgesetz)
Die Halbruppe heifffommutativoderabelschwenn zugtzlich gilt:
e Vx,yc A:xoy=yox (Kommutativgesetz)

Definition (Gruppe) EineGruppe(A4, o) ist eine Menge mit einer Verkipfung fur die folgendes gelten muss:

e (A, o) ist eine Halbgruppe

e dJec A:Vxe A:xoe=eox =1z (Neutrales Element)
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eVrc Az te A:xox =2 tox=e (Inverse Elemente)

Die Gruppe heiffkommutativoderabelschwenn(A4, o) schon kommutativ ist.

Definition (Untergruppe) Eine Untergruppe(U, o) einer Grupp€ A, o) ist eine Tilemengéd/ C A so dassiir o
die Bedingungen einer Gruppe iélif werden.

Definition (Faktormenge) Eine FaktormengeA/.. zu einer GruppéA, o) mit einer UntergruppgU, o) ist die
Menge allerAquivalenzklassen béglich derAquivalenzrelation~ die wie folgt definiert wird:

T~y & zoy teB Ve,y € A

Definition (Faktorgruppe/Quotientengruppd)ie Faktorgruppeoder auchQuotientengruppést eine Faktormen-
ge(A/~,-) einer Gruppé€ A, o) mit der UntergruppéB, o) und einer Verkiipfung so, dass folgendes gilt

eVxcAVyeB:xoyox~t € B (BistNormalteilen

o [z]. [y]~ :=[zoy]. (Definition der Verkiipfungin(A/.,"))

Man schreibt bei der Faktorgruppe statt.. auch oftA/z.

3.1.3 Ringe

Definition (Ring). Ein Ring(A, +, ) ist eine Menge mit zwei Verkipfungen, iir die gelten muss:

e (A, +) ist eine abelsch&ruppe
e (A,.) ist eine Halbgruppe

x-(y+z)=z-y+x- 2z

(ba) = a3~ 5= (Distributivgesetze)

o Vr,y,z€ A:

Der Ring heif3t zu#tzlichkommutativoderabelschwenn( 4, -) kommutativ ist.

Der Ring heif3t auBerdeRing mit Einswenn es in 4, -) ein Neutralelement gibt.

Definition (Restklassenring)Seim € N, (Z, +, ) der Ring der ganzen Zahlen und- Z := {m - z | z € Z}.
Uber dieAquivalenzrelation

T~y & z—yem-Z Vr,y € Z

und dererAquivalenzklassen wird ein Ring mit Eins definiert. Dieser heiRt a&estklassenringnd man schreibt
Z,. Die Verkrnipfungerd- und- werden inZ,,, wie folgt definiert:

o [7]. + [y~ = [z + Y]~

o [z]. - [yl~ = [z -y~
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Da durch obige Definition zwei Zahlenundy gerade daniquivalent zueinander sind, wenn sie bei Division
durchm den gleichen Rest ergeben, gibt es in dem Ripggeradem Aquivalenzklassen (man nennt sie auch
RestklassenEs gilt alsoZ,,, := {[0]~, [1]~,...,[m — 1]<}.

3.1.4 Korper

Definition (Korper) Ein Korper(A, +, -) ist eine Menge mit zwei Verkipfungen, @ir die gelten muss:

e (A,+) ist eine abelsch&ruppe
e (A\ {0},) ist eine abelsch&ruppe

z-(y+z)=z-y+z-z

OVJZ,ZJ;ZEA: (x+y)z:xz+y~z

(Distributivgesetze)

0 ist dabei das neutrale Element(ia, +).

Definition (Restklasserikper) Ein Restklassenring,,, wird genau dann zu einemdper, wennn eine Primzahl
ist.

3.1.5 Vektorraume

Definition (Vektorraum) Ein VektorraumV Uber einem KrperK (man sagt auch gerne mkhVektorraum) ist
eine Mengd/ mit zwei Abbildungent : V x V — V und- : K x V' — V die folgenden Gesetzen g&gen:

o (V,+) ist eine_ abelsch&ruppe

e Vx,yecVVaecK:a - (x+y)=a-z+a-y (Distributivgesetz 1)
e VreVVa,beK:(a+b)-x=a-x+b-x (Distributivgesetz 2)
e VeV Va,beK:a-(b-z)=(a-b) x

VeeV:1l.-x=x

Oft sagt man statt Vektorraum auch kiraum Zum Beispiel hat die &isung eines homogenen LGS wieder eine
Vektorraumstruktur. Man sagt hier dann kiluézsungsraum

Definition (Untervektorraum) Ein Unter(vektor)raunl/ einesK-Vektorraumsl ist eine Teilmengé/ C V mit
U # () die zusammen mit den alf x U bzwK x U eingeschiinkten verkipfungen wieder einei-Vektorraum
ergibt.

Definition (Summenraum) Sei V' ein K-Vektorraum undlU, ..., U, Untervektorbume vonV. Dann ist der
Summenraurdefiniert durch

Ui+...+ U, = {$1+...+l‘k|$iEUi,izl,...,k}
Gilt zusatzlich noch

U;N Z U; = {0}
F=il
J#i
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so ist die Summedirekt und man schreibt’; ® ... @ U.

Diese Definition des Summenraums ist etwas schwer vorstellbar. Eine alternative, besser vorstellbare "Dfinition
gegeben durch:

Ui +...4+U; = [U1U...UUk]
Definition (Faktorraum/Quotientenraumjpure pain.

Definition (Affiner Unterraum) Ein affiner Unterraumist eine Teilmengéd” O L := z + U wobeiz € V und
U c V ein Unterraum deK-VektorraumsV ist. Man nenntJ auchRichtungsraunvon L.

Einen affinen Unterraum dé&® kann man sich zum Beispiel durch eine urmom Ursprung verschobene Ebene
oder Gerade vorstellen (weheine Ebene oder Gerade ist).

Definition (Dualraum) Der DualraumV* zu einemK-VektorraumV ist die Menge aller Linearformen vor
nachkK, also

V¥ ={®:V - K| ®linear}

V « ist selbst wieder ein Vektorraum.

Definition (Bidualraum) Der BidualraumV** zu einemK-VektorraumV” ist die Menge aller Linearformen von
V* nachK, also

V*i={®:V* - K| o linear}

Auch V** ist ein Vektorraum.

Man sieht leicht ein, dass man das Spielistiveitertreiben kann. Ich glaube jedoch nicht, dass das noch groRRartig
Sinn machen irde.

Definition (Euklidischer Vektorraum) Ein R-VektorraumV heif3t zusammen mit einem Skalarprod{kt) auf
V Euklidischer VektorraumMan schreibt aucllV (-, -)).

3.2 Abbildungen

3.2.1 Morphismen

Definition (Homomorphismus) Ein Homomorphismu® : A — B ist eine Abbildung zwischen zwei algebrai-
schen StruktureA4, o) und (B, e), so dass sie béglich der Verkiipfungen in den beiden strukturen véadtlich
ist. Also es muss gelten

Ve,y€ A: P(zoy)=d(z)e D(y)

Zwischen Strukturen mit zwei Verkipfungen mussb natirlich mit beiden Verkipfungen obige Gleichung
erfullen.

Sind die Strukturerd, B Vektorrdaume. Dann muss sie hgglich der beiden Vektorraum-Verlapfungen ver-
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traglich sein, also
Ve,y € A:  P(ax + by) = a®(x) + bP(y)

. Man nennt dan® auchlineare Abbildung

Es gibt eine reihe von speziellen Homomorphismen:

e Epimorphismus- surjektiver Homomorphismus

Monomorphismus- injektiver Homomorphismus

Isomorphismus- bijektiver Homomorphismus

Endomorphismus ein Homomorphismus der die Mengen welche in der Struktur vorkommen in sie selbst
abbildet

Automorphismus bijektiver Endomorphismus

3.2.2 Permutation

Definition. Eine Permutations ist ein Automorphismus aus der symmetrischen Grufpe Er ist also eine
bijektive Abbildungr : A — A wobeiA := {1,...,m}.

Wie der Name schon andeutet kann man eine Permutatigietsuschungs-Abbildung* interpretieren, die zum
Beispiel die Reihenfolge der Indizes auf einer Indexmenge vertauscht.

3.2.3 Transposition

Definition. Eine Transpositionr (/) ist eine Permutation aus der symmetrischen Gruppedie ausschlieBlich
die Elemente undj (i < j) vertauscht.

3.2.4 Projektion

Definition. Eine Endomorphismu® : V' — V heil3t Projektion, wenn er die Eigenschaft
P? =

erfullt. Es gilt hier auRerderly = Kern ® ¢ Bild ®.

3.2.5 Orthogonalprojektion

Definition. SeiV ein Euklidischer Vektorraum. Ein@rthogonalprojektiorauf einen Untervektorraui c V ist
eine Projektionr mit der Eigenschaft

VeeV: (n(z)—z)Ln(x)
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Anschaulich (imR?) berechnetr zu einem Punkt € V gerade den Punkt(z) in U, fur den die Strecke zwischen
z und(z) (also der Vektorr(z) — x) senkrecht aul/ liegt, und somit natrlich auch senkrecht auf(z) € U.

3.2.6 Adjungierte Abbildung
Definition. SeinV und W euklidische Vektot@ume mit dem Skalarproduktén )y und (-, )y, @ : V. — W
und®* : W — V beide linearV * ist dieadjungierte Abbildungon V" wenn gilt:
(@(v), whw = (1,0 (w))y  YweW,veV
Ein ¥ : V — V heiRtselbstadjungiertvenn verschrfterweise gilt:

(U(2),y) = (z,¥(y)) Vz,yeV

3.3 Rechenregeln

Hier sind einige Rechenregeln aufgbft die zwischen bestimmten Gebilden gelten.

3.3.1 Rechenregeln bei Matrizen

SeiA € K™*™. Dann gilt

o (AT T =4

e (A+B)T =AT +BT

e (AB)T = BTAT

e Ist Areguhr, soauchd” undesgilt(A")~! = (A~1)T
o (cA)T = cAT

o Ist AreguBirsoist(A=1)"1 =4

3.3.2 Rechenregeln bei linearen Abbildungen

SeienV, W, X K-Vektorraume. Dann gilt

o (idy) " =idy-
¢ (P+UV)T =0T +¥" VO ¥ e Hom(V,W),Va € K
o (a®)T =a®"  V® € Hom(V,W),Va € K

(Tod®)T =0T o¥T VY& c Hom(V,W),V¥ € Hom(W, X)

e ® ¢ Hom(V, W) Isomorphismus, so gip—*)" = (7)~!
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3.3.3 Rechenregeln bei Determinanten

SeiA € K™*™, Dann gilt

o det(A- B) =det(A) - det(B).

e Ist A reguhr, so giltdet(A~!) = det(A)~*
AulRerdem gilt

e Die Addition des Vielfachen einer Spalte (bzw. Zeile) zu einer anderen ist invariantdsntar
o Multiplikation einer Zeile (bzw. Spalte) mit € K verfielfachtdet A um den Faktor.

e \ertauschen zweier Zeilen (bzw. Spaltémdert das Vorzeichen valet A.
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