Aufgaben Frithjahr "96

Aufgabe 1:
2 -1
(a) Fir A = a -1 | bestimme man alle @ € R so, daB ||z||4 := ||Az||,z € R? eine
-4 2

Vektornorm in R? ist.

(b) Man zeige, daB fiir die Zeilensummennorm Nz und die Gesamtnorm Né gilt:
Nz(A) < Ng(A) fir AeR™",
‘und gebe eine Matrix an, fiir die Gleichheit gilt.

(¢) Man untersuche, ob

"/)(A) = SpﬁI'lA[ = z iaii], A € R™*"

=1

eine Matrixnorm ist.

Aufsabe 2:

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit
4 1 -2 2
A= 1 4 -1, b=} 0
-2 1 4 2

(2) Man untersuche, ob fiir A eine Cholesky-Zerlegung existiert.
(b) Man berechne die LR~Zerlegung von A mit diag(L) = I und bestimme damit det(A).

(c) Man zeige, daB das Gesamtschrittverfahren zur Losung von Az = b konvergiert, und
bestimme, ausgehend vom Startvektor 2 = (0,0,0)7, die ersten drei Iterierten des Ge-
samtschrittverfahrens. )

Aufgabe 3: .
Gegeben sei das Integral I := / —13 dz = 1
1 X 2
(a) Man berechne mit der Trapezregel und mit der Kepler-Regel Niherungen Irg bzw. Iy
fiir  und bestimme deren absoluten und relativen Fehler.

(b) Mit der Fehlerformel fiir die Trapezregel schitze man |I — Irgr| ab und bestimme den
absoluten und relativen Fehler dieser Abschdtzung.

(c) Man erldutere den Aufbau des Romberg-Schemas.
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Aufgabe 4:
(a) Gegeben sei die Funkﬁon s :‘[—1,2] — R,
(az - 1)(z3+Bz), -1<z<0
‘s(z):“—' ez3 4+ 2z — 7, 0<z<1
b2z -1)+z+3, 1<z<2

Man bestimme die Parameter a, 3,7,6,¢ € R so, dafl s ein kubischer Spline beziiglich des
Gitters A = {-1,0,1,2} ist.

(b) Man berechne
, mig |lb- Azllz

und den zugehongen Losungsvektor z* fiir

11 0 _
A=) e 0},b=]1],e#0.
0 ¢ 1

(c) Man gebe die Definition der Bernstein-Grundpolynome an und bestimme die Bézier-
‘Darstellung fiir p(z) = z3 + 3z2 + 1.

Aufgabe 5:

(a) Man gebe ein notv;lendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz der Iteration
Tpy1 = Tz, + g zur Lsung eines linearen Gleichungssystems an.

5 4 -2
-— ?
Konvergiert die Iteration fiir T = ( 14 -5 ) und g = ( 15 ) ?

(b) Man zeige die Eindeutigkeit des lepunktes z* unter den Voraussetzungen des Banach-
schen Fixpunktsatzes.

(c) Man formuliere die Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens zur Lésung von

ren=( 535, ) = (5)

und fithre, ausgehend vom Startvektor z(®) = (1,1)7, einen Iterationsschritt durch.

Aufgabe 6:
(a) Gegeben sei eine 2r-periodische Funktion f(z). Diese soll an den Stiitzstellen z, =
21’2‘1 , 4 =0,1,...,2n, durch ein reelles trigonometrisches Polynom 7, interpoliert werden

Man gebe die Gestalt von T2, an. Wie lautet 7, fiir g(z) = cos(nz)?

(b) Gegeben sie h(z) = 3z% - 2% - 6.
Mit Hilfe des Horner-Schemas spalte man von h(z) den Faktor ¢(z) = z — 2 ab unc
berechne A'(—1) und h"(-1).

(c) Mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin bestimme man eine moglichst kleine Menge €, in de:
alle Nullstellen von h liegen.
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Aufgabe 1
a) (2P) Ubung/Aufgabel = (H “ ist Vektornorm <> RgA=2)=>a #2

oder (* Vor | || ist Vektornorm)
i) Definitheit || [|>0 klar

2 -1 . 2x, — x,
0=l =lsl =] « 1f()l=l e {|ecw. =0

2
. -4 2 —4x, +2x,
Wann gilt Gleichheit fir x # 0?
2% -x,=00x=3x, A o -%=0x=0x, A —4x+2x,=0x =1,

also fiir 7x, =2x, o =2, dh. ux||A=O<:>x=0ﬁirOL¢2

ii) Homogenitit
*
Iaxl, = [ 400)] = Adx=lpl-4x] = 2]l
iii) A-Ungleichung

[+ 51, =4+ )l =[x + apl <t + | ] = el +],
b) (2P) Es ist

N,(4)= mf_lxé‘ajkl s mjaxgmlaxlajll =mjaxnmlax‘ajli = nrrjg,:}xiajll = N;(4)

. 2 2
Gleichheit gilt z.B. fur 4 = (2 2)

0 ‘), PA)=0, A=#0

¢) (2P) W(A) ist keine Matrixnorm: z.B. 4 = (1 0

Aufgabe 2
a) (1P) Wegen 4 # A’ (a23 = —a32) existiert keine Cholesky Zerlegung
b) (2P)

A=t 4 —1|=|h, 1 0] 0 r, n
21 4 Ly Ly, N0 0 n

4=1n,=>n, =4

1=1"125"12=1

-2=ln,=>n,=-2
1=hLin, =4, =1, :7}

— _1 _ 15
d=Lin,+r,=4+tn,=>n =75

: X 1] smré;iaf\\ussﬁuneu(- D:?S' EHNAg'O EINE VON
! ~STUNDEN -
—l=Lins+ry=9(-2)+nr,=>-3 INFERTIONEN !
— — __1
=2=hLin, =4 =L, =—
— 1,15 _ 2
1=Ln, +Lry=—3+ 132 =>h,=%

4=Lr, +Lr, +r=1- 5 Ty ==

Loooff4 1 -2 WASTRGERENT TC eciomKenE
also: A=| 5 1 0|0 F -3 DAUERT JANUR
12 16 y ) MRUTEN!
) 5 1 0 0 5 '
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¢) (2P) A ist diagonalisierbar = das GSV konvergiert

Iterationsmatrix
1 1
T 0010 1 -2 o -1 73
T=-D'(L+U)=~0 5+ ol| 1 o -1|=|-% o 1
0 0 % -2 10 % 10
1
1 2
2
xn+l:Txn+g
1 1L 1\r3 1 1 1 3
0 7 0 -7 2l(37] (=2 7| [2 ry
xXP=o|, xV=g={o|, x@P=|-% o 1 oj+|of=|ol+]o]=]0
1
0 2 7 -7 0\ \2/ \3/ I \g
1 1\r3 1 3 1 7
s | QT (2] (%) (2] [®
xP =157 o +l[lo|+|o]=]ol+]|0]|=]0
1 1 3 1 3 1 A
7 -3 0/\4 2 8 2 8
Aufgabe 3
a) (2P)
7 b- 1 1 5
Lp=5*(f(@+f(B)=7(1+3)=%
¥ _ b-a b 1109 __ 109
I =" (f(@+4f () + (b)) =5(1+4-5+ D =¢ 5 =1%
~ . .
abs. Fehler: |I—ITR =lj—'§l=§=.e;R
1T =4~ 48 = o e
eir 1_1
rel Fehler e7R Ji =2'8=4
ek 1 1
ey =71=2"7%6 =08
b) (2P) Fehlerformel: |1 — T,,| < 4525 (£®(£))
flx)=-2x" fr(x)=6x" = in(12ist|f'(E)<E=
~ 3
S |1-Tls5-6=1
3
realer Fehler: % (vgl. a) absoluter Fehler: |%—%| =% relativer Fehler: %= 3
8

¢) (2P) Mit der iterierten Trapezregel zur Schrittweite hk = ZLk (k=1,...,N) gewinnt man Naherungen Ty

— 4" Tm—l‘n+l_'[;n—l,ﬂ

MitT;n,n "] m=l,...,N n=0,...,N-m %g%&%as%e&u-
erhilt man
Ty,
T > ];0 T
or . > 2,0 T
. > N0
7(1)N >T1'Nl
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Aufgabe 4
a) (2P) s soll kubisch sein = a=0
_x3_[3x, -1<x<0 —3x2—[3, -1<x<0 - 6x, -1<
s(x)=qe’ +2x-y, Osx<1 §(x)=93’+2, 0<x<1 §"(X)=16ex, 0<
& — & +x+3, 1<x<2 3’ - 20x+1, 1<x<2 65x - 26, s

Stetigkeit von s, s, s”" in 0:
]

! ! !
O0=—y=>y=0, -B=2=p=-2, 0=0
Stetigkeit von s, s’, 8" in 1:

v ! "
E+2-y=g+2=8-8+1+3=3=>¢e=-3%

sy | (**%)
3+2=0=30-20+1=0+1=26=-1

et )

6 =—4=65-28=48 =

also: =0, p=-2, y=0, 8=-1, e¢=-1%

b) (2P) GauBsche Normalengleichung:
11 2
T _ 1 ¢ 0 _ l1+¢ 1
4 A"(l 0 e) e 0 _( 1 1+52)
0
0
r, _[1 € 0 _|=
Ab—(l 0 s) ! _(s)
1
_ ATA "lATb_ 1 1+82 -1 (8)_ 1 &> _ e (1)
21'—( ) T a+e)-1\ —q 1+52 e/ T et+2e? &3 T 2+et \U

1 0 11 1 1
: £ £
m1r21||b—Ax||2= - A5 (1) =1 (1) =l 1|55 || =507 2
xeR 2 1 0 i

2

2
m
)
L]
+
m(’)
-
o
o N
o g

2

¢) (2P) Bemstein Grundpolynom: b, (x) = (:) x'(1-x)""

Bézier-Darstellung: p,(x) = ZB b,, (x)

vYvn
v=0

hier: n=3
by(x)=(1-x)’ =—x> +3x* = 3x +1
b, (x) =3x(1-x)* =3x* —6x* +3x
b,y (x) =3x*(1-x) = —3x’ +3x’
by(x)=1.x° = x°

also:  p(x)= x’+  3x° +1
1

=—Byx’ +3Box’ = 3Pox+ B,
+B,x’ =3B, x* +3B,x
- [32x3 + 3[32x2

+|33x3
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:[30:1’ 'Blil, B2=2> B3:5
Bézier Darstellung also: p(x) = by;(x) +b;;(x) +2b,,(x) + 5b,;(x)

Aufgabe 5

a) (2P) notwendig und hinreichend: p(T)<1 (p Spektralradius)
hinreichend: N(T)<1

5 4
man bestimme p(5 (1 4 - 5))

2 81 9
Mo =0or=ty

9 9 9
- =5<1
=> die Iteration x, ., = Tx_ + g konvergiert
n+l n g g

b) (1P) Ann.: es existieren zwei Fixpunkte x*zy*:
= e -00N] < L~y

- 0< ”x' - < |x’ —y'“ — Wid!

x¥, y* FP Banach

= der Fixpunkt ist eindeutig
€) (2P) Newton-Verfahren: Iterationsvorschrift

_[x) = x
o) =) -5 () H()
2 2
hier: J F(;) = (_33; jizj
e . ‘ 37 -3y S 1 _Xlz x% S
i (y)F(y) T Vi T N Py R E B O e
Y

Aufgabe 6
a) (2P)

1,, () =3+ i (év cos(vt) +b, sin(vt))

v=1

mit a, —MZf(xx)cos(zmvx) v=0,..,n

b, =55 Zf(xk)sin(%vk) ,v=1,...,n
A=0

Fir g(x) = cos(nx) ist T,,(x) = g(x)

b) 2P) i) Abspalten von (x-2)
7 -7 00 -6
2 1 2 3 6
FE i 0

=g(x)=(x-2)Gx*+3x* +3x+3)
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i)  hCDundh 1)

1
1 .10 0 -6
1 3 3 3
-1 -7 7 —i 4
1 3 13 _3 _1x
2 4 4 4 4
1 i
1 5 11 11 11
7 —% 2 -3 >hED=1(-9)=-7
4 d
T 1 1
2 4 4
-1 -
i 9 9 27
T = h"(~1)=3(-3) =2

¢) (2P) Normieren von h: E(x) =x'—3x’-12
Gerschgorin=>Nullstellen liegen in Kreis um 0 mit Radius r
r<max(L,]-12/+|-3) und r < max(-12},1+]-2},1+0])

also  r<max(1,2)=% und r<max(12,3,))=12

= alle Nullstellen von h liegen in einem Kreis um 0 mit Radius 12.

Hinweise:

Hilfsmittel (wie z.B. Taschenrechner, Skripten, Vorlesungsmitschriften, Biicher etc.) waren nicht zugelassen.
Zum Bestehen der Klausur waren 13,5 Punkte nétig.

DQ:57,1%

- KEINE AHNUNG. . .
R




