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Aufgabe 1

(a) Zeigen Sie, dass die Zeilensummennorm im R™*” mit der Maximumnorm im R” vertriglich ist.

(b) Untersuchen Sie, ob fir A € R"*"

’(p(A) = max |az-j|

1<i,j<n

eine Matrixnorm ist (Beweis oder Gegenbeispiel).

Aufgabe 2

(a) Zeigen Sie, dass die Gleichung
f@):=2—In7—lnz=0

im Intervall (0,4] zwei Losungen besitzt.
Hinweis: In7 ~ 1.94591.

(b) Zeigen Sie, dass die Nullstellen von f mit den Fixpunkten von

identisch sind.

(c) Zeigen Sie, dass einer dieser Fixpunkte im Intervall [0, 1] liegt.

Aufgabe 3
Es seien
1 00 2 1 0
L= -210]), R=(01 -1
-1 2 1 0 0 -1
und AT = LR.

(a) Zeigen Sie, dass A keine CHOLESKY-Zerlegung besitzt.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe der LR-Zerlegung die 3. Spalte von A~7.

Aufgabe 4
Gegeben seien f(z) := 4% und I := [0, £].
(a) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom ps(z) zu f beziiglich der Stiitzstellen 24 = %, k=0,...,3.

(b) Schitzen Sie mit Hilfe des Interpolationspolynoms und unter Verwendung des HORNER-Schemas 41n4 ab.
Hinweis: f'(1) = 41n4.

(c) Bestimmen Sie jeweils den absoluten und relativen Fehler der Abschitzung aus (b).



Aufgabe 5

(a) Zeigen Sie, dass

sa)i= { 35 S Cg0Hd asw
T -3t +62 - Br+ I 1<y

DO it

<
<
ein kubischer Spline ist, der die Funktion f(z) = L beziiglich des Gitters Z = {xo = % <zi1=1<25 = %}

T
interpoliert,.

(b) Bestimmen Sie einen kubischen Spline ¢, der die Funktion g(z) = e® mit den Randvorgaben t'(z9) =
g'(20), t'(z1) = ¢'(21) beziiglich des Gitters Z = {29 = 0 < z; = 1} interpoliert.

Aufgabe 6
Gegeben sei
15
I:= / —dz =15In5 ~ 24.1416.
10X
(a) Nahern Sie I mit der Trapezregel sowie mit den iterierten Trapezregeln zu den Schrittweiten h; = 1 und
hs = 2 an.

(b) Schitzen Sie mit Hilfe der Fehlerformeln jeweils den Integrationsfehler der Trapezregel und der iterierten
Trapezregel zur Schrittweite h; ab.

(c¢) Berechnen Sie die ersten drei Zeilen des ROMBERG-Schemas.

Aufgabe 7

(a) Geben Sie die Darstellung der TSCHEBYSCHEFF-Polynome in [—1, 1] mittels trigonometrischer und mittels
Rekursions-Darstellung an.

(b) Was versteht man unter der Bézier-Darstellung eines Polynoms?

Go ahead and

Greg specking, Lol The locusts Oh geez, not mock! We'll see

may T help you? shall descend upon anather Y2K who's laughing

USER FRIENDLY the Earth, and eat when the moon

problem.

falls out of the

I of us.
by I AlLH
IlLiad a

Copyright (e} 1997, 1995 1liian

I'Il tell you what,

Yes sir. Our system sir. If our system
Calumbia Internet Technical wan't break when the crashes in the
Support. May I help you? Year 2000 rells around, year 3000, we'll
be happy 1o give YoU  yop T guess T
Yeah, Are you guys \ What about when a full pefind, can't ask for
Y2K compliant? the Year 3000 \ more than that:

; ; rolls around?




Losungen

Aufgabe 1

(a) Zu zeigen: ||Az||oo < ||A]lool|Z||oo ¥V A € R™**, ¥V 2z € R?

n
[Azlloe = max |3 aie;
St |
n
3 |
S 2

IN

n

< .

< 1%1%3(” E |aij] 11;1]?%(n|33k|
Jj=1

= [l A]lool|2[loo

(b) ¥(A) ist keine Matrixnorm. Beweis:

Sei A := ( i i ) Dann ist A? = < ; >, und es ist ¢(A?) =2 £ Y(A)Y(A) =1, d.h. die Submulti-

plikativitét ist verletzt,.

DN DN

Aufgabe 2
(a) (i) f(z)istin (0,4] stetig.
(i) f(z) =% oo
(iii) f(4)=4—-In7—-1n4>4-2In7>0
(iv) f(e) :\e’/—l\nj—l <0.1

<2.8 >1.9

Aus (i)-(iv) folgt mit dem Zwischenwertsatz die Behauptung.
(b) >0: z—In7—Ilnz=0

<= r=In7+lnz=In7x
= e’ =Tz
= Lo
T =—e
7

(c) BaNacHscher Fixpunktsatz:
(i) [0,1] ist abgeschlossen

1
(i) ¢'(z) = ?eg”, d.h. g wichst streng monoton
1 3
= 0<z=90)<gl@) <g() =5 <> <1
=—> g ist Selbstabbildung

(iii) ¢'(x) = ¢"(x) = 1e’” = in[0,1]ist ¢'(z) <

- d.h. g ist kontrahierend mit Kontraktionskonstan-

€
e &
te L==<1.

e 7<



Aus (i)-(iii) folgt die Behauptung.

Aufgabe 3

(a) det(A) = det(AT) = det(LR) = det(L) - det(R) =1-(-2) = -2 < 0
=> A ist nicht positiv definit.
—> A besitzt keine CHOLESKY-Zerlegung.

(b) Esist AT -2 = LR -z = e3, wenn z die 3. Spalte von A7 ist.

(i) Lose Ly =e3, y = Ru:

(ii) Lose Rx =y = es:

2 1 0
01 —4
0 0 -1
d.h. die 3. Spalte von A~ 7T ist (

Aufgabe 4

(&) k e flop)
0 0 1

N
=

3 3 8
1 4 1
= ps(z)=1+2z+2z(c—=)+zzlax—=)(z-1)
2 3 2
4 2 4 )
(b)pg(a:):1+3x+2x2—x+§x3—2x2+§x:§x3+§x+1
Auszuwerten ist pj(1):
4 5
z 0 23 1
r=1 Pad 3
= 3 3
4 4 3 4
rz=1 ’ 2 g
= 3 3
T T



— 4lnd~ %7

Absoluter Fehler: |41ln4 — 1?7‘
Relativer Fehlers | 124~ 5
elativer Fehler: Tl

Aufgabe 5

(a) (i) s(z) ist ein stiickweise kubisches Polynom.
(ii) Interpolationsbedingungen:

s(3) = §-35-3+3 = 2 = [f(3)
s(1) = —§+6—23—8+% =1 = f(1)
s@) = dezl =3 =g
iii) Stetigkeit von s, s’ s":
(iii) g ,
=s(1-) =s(1+4)

Sl(l_):%_t_%:_%:_LLHQ_%:SI(H)

Aus (i)-(iii) folgt die Behauptung.
(b) Sei t(z) = az® + Bx? + yx + §. Dann muss gelten:

(o) = 5=1=c"=g(0) .
t1) = a+B4+7+1l=e=e! =g4(1) Interpolation
o) = y=1=¢€"=4(0) .
#(1) = 3a+28+l=c=el=g(1) Randbedingung
D.h.
O[-f—/B = e—2 a = 3—e

Der gesuchte Spline ist
t(r) = (B3 —e)z’ + (2e —5)2* +x + 1

Aufgabe 6
(a)

Irr = T(f(1)+f(5)):2(15+3):36
e = 22 (L s+ s+ 50+ L2)
15 15 15 3 01
- ?+?+5+Z+§ 722525
Irp, = 5—51 @-Ff(?’)WL@)
_ 2<§+5+;>=28



(b—a)?, ,, (b—a)? 30 43
— < — < — — = =" =
(0) I = Irw] < =IO < 757 max 75 = 1530 = 160
h2(b — a) 4
I-1 < ———|f"l=—=-30=
| TR1| < 15 |f"¢| B 30 =10
()
36
>
2 >z
y
101
4
4-28-36 76
xr = _ = —
3 3
4-101 98 73
y = e —
3 3
, = B-F-% 3
15 15

Aufgabe 7

(a) Es ist
Tyn(x) = cos(narccosz), =z €[-1,1], n € Ng
die trigonometrische Darstellung und
To(z) =1, Ti(x)=z, Thy1(z)=2xTp(x) —Th-1(x), n€EN
die Rekursionsdarstellung.

(b) Die Bézier-Darstellung eines Polynoms p € II,, ist die Darstellung mittels BERNSTEIN-Polynomen.

p@) = 3 Bubu(a)
v=0

(Z) a(1— z)""

E.
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o
N
3
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