9 Schnelle Fourier—Transformation (FFT)

Auswertung der diskreten Fourier—Koeffizienten

a, | 2 QZm COS VT
B, 2m41 jzoyj sin va;

bzw. der Summen fir v =0,1,...,n—1
1 n—1
b, = — Z k2~ Fourier—-Analyse
g —o

n—1
Gy =Y bz Fourier—Synthese
k=0

Hilfssatz 9.1 Fir die Knoten z; =€, x; = %, 17=01,...,n—1
gelten folgende Eigenschaften

n-l 0,7#0
v __ ] 3. ) —k n—k n v )
=z, =2y 2 =2", 2z =1, Ez-——{nj
yJ —

und es gilt die Orthogonalitdtsrelation

1=t 0,j #k
—Zziz;k:{’j,?é ,0<j, k<n-1
n = 1,7=k

Beweis:  [U]
Daraus folgt ein Beweis fiir Satz 8.5:

Zu zeigen: S, (z) erfiillt die IP-Bedingungen;
es gilt

n—1 n—1 1 n—1 ) L
Sn(z) = b2 = =D 2z =9 . O
v—=0 =0 oo

{0 1
1, k=j

Aufwand zur Auswertung n trigonometrischer Summen fiir n = 2P

Horner = 2n? arithmetische Operationen (= 2n -2P),

FFT ~ 2nlog,n arithmetische Operationen (= 2n -p).

FFT = Fast Fourier Transform
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70 9 SCHNELLE FOURIER-TRANSFORMATION (FFT)

Grundidee: Faltung (Runge 1903)
n Knoten: n = 2P, d.h. gerade Anzahl

Beispiel: n=2m=2?=2> — m=4, p=3

b= L5 4y I
= — yisinvr;, r; = —
m = J I m

m=4: (i, B2, B3 (54:0)

Insgesamt treten nur 3 (betragsméfig) verschiedene Werte des Sinus auf:
So =sinxzg =0, S; =sinzy, Sy = sinzs

Faltung: Zusammenfassung derjenigen Werte y;, welche mit betragsméfig
gleichen Sinus-Werten zu multiplizieren sind

1. Schritt: wy =0

wr =Y —Yr
B Y, Ve Ve
Wz =Yz~ Yo — X — X — X% — %
Wy =y — ys Yo Y1 Yo Y3 Y4 Y5 Y Y7
wy =10
2. Schritt:
ungerades v wl = wy +wy =0
I . _
w] =Wt ws = Ve
=y +Ys—Ys —Yr
. Y, Y,
Wy = W2
b
7 6 5 |
erades v wlil = wy—w, =0
g 0 0 4 o
w{l =W — Wy = y0 yl y2 y3 y4

= —Ys+yYs —yr

I ._
wy =10
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Multiplikation mit den Sinus—Werten

Koeffizienten
B = 3 (wf Sy —wj Sy)
Pa = w{I Sy

Bs = 1(wf S1 —wj Sy)

Fiir die Koeefizienten «, und die zugehorigen Cosinus—Werte
gelten entsprechende Formeln (siehe z.B. Schwarz).

Computergerechte Ausfithrung fiir komplexe Summen

1 n—1 . R n—1 )
b”:_zyk’zk ) yuzzbkzk (r=0,1,...,n—1)
™ k=0 k=0

In dieser kompakten Schreibweise lassen sich die Summen mit Hilfe einer Matrix
T ausdriicken. Die Faltung bedeutet jetzt eine Faktorisierung dieser Matrix in
ein Produkt

T=T7T,, T,
dessen Einzelmatrizen in jeder Zeile und Spalte genau zwei Elemente # 0 enthélt.

Lineare Transformation T : C" — C"

) 2 .. 2
Yo bo .
~ ~ 20 Zn—1
p=Tb, = b= . T=
Z)nfl bnfl
201 P
1
1 pre 1 : :
b=: PTy, P= Permutationsmatrix
1

Faltung: Faktorisierung der Matrix T" in ein Produkt schwach besetzter Matrizen!



72 9 SCHNELLE FOURIER-TRANSFORMATION (FFT)

Ergebnis 9.2 Sein = 2P, dann lisst sich die Transformationsmatriz T
darstellen als

T = (QSP)(Dp_lSP) e (DlsP) = Tpr_l .. .T1 s

wobei
A
1 1
S = mit A= ,
1 -1
A
Dy, ...,D, Diagonalmatrizen und P,(Q) Permutationsmatrizen sind.
Genauer:
. 29rorim
Dy = diag(dg, .. .,0n_1), 0, = €xp 2p7l4lrl

fir r=ro4+mr -2+--+r_2"t=0,1,...,n—1

mit To,...,m-1 €401}, rf € {0,1, k..., 2°71 — 1}
P definiert durch * = Px mit

Trijo = Tjppor—  fir k=0,1 und j=0,1,...,2°7"
Q definiert durch T = Qx mit

Ljortjr-24eetpo1-20-1 = Ljy iy g 2betjorr=t JUT Jo,.. s jp1 = 0,1
FFT (schnelle Berechnung): ¢ ="1T,(T,-1...(T2(1T1b))...)
Matrizen T besitzen in jeder Zeile und Spalte genau zwei Elemente # 0

b=1v; =T :i=vy = Thvy i =v3 — ... = Tpv, =79

Ausfiihrung: Tjv; = D;SPv; = D;(S(Pvj))

Anmerkung: Viele Probleme lassen sich mit FFT auswerten!



Beispielblatt: Schnelle Fourier—Transformation

Beispiel: n = 2% (p = 2)
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20 20 20 20 1 1 1 1
2 2 2 2 1 i -1 —
T — 0 A1 2 ~3 _ T
22 22 2 22 1 -1 1 -1
IR L1
1 0 0 0 1 0 1 1 0
0 010 1 1 -1
Q = P = ) Dl == 5 S =
01 0 0 1 1 1
0 0 0 1 0 7 0 1 -1
10 1 O 10 1 0
1 0 -1 o1 0 1
Ty = D,SP = T, =QSP =
01 0 1 10 -1 0
0 ¢« 0 —i 01 0 -1
bo+b2 Co + Co
bo — b c+c
b::v1—>DlSPv1: 0 2 :3U2—>QSP?}2: ! 3 :g
bl + b3 Co — Co
Z(bl — bg) C1 —C3
Aufwand: 9 Operationen

Vgl. mit Th: 16 Operationen
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Beispielblatt: Fourier—-Entwicklungen

Beispiel 1

Gegeben: 2m-periodische Dachfunktion mit x — |z
im Grundintervall [—m, 7]
Gesucht: Fourier-Reihe

1 = 17

dg = —/ |x\da::—/ xdr =
™ J—m ™ J—m
2 2 /1 I

ap = —/ x cos krdr = — (—:psinkx) |g——/ sinkzrdr =7
7 Jo m \k k Jo
2 2 &

= ——coskz|) = (=D =1), k>0

wk? k2
Da f(z) eine gerade Funktion ist, sind alle Koeefizienten (3, = 0.

Die Fourier—Reihe lautet

(@) 1 4(cosx+cos3x+cos5x+ )
x) ~ —7 — — “ e .
2 T\ 12 32 52
Daraus ergibt sich der Wert der Reihe
1 n 1 n 1 n 1 P 2
1232 52 72 -8
Fehlerabschétzung
£@) = S(a)| S = 3 s < 002
x) — x — .
? TS 2+ 1) T

Beispiel 2

Gegeben: Die Funktion z — 22, 0 < x < 27, werde periodisch fortgesetzt
Gesucht: Fourier—Reihe

1 rom 2

ay = —/ 22dx = s
m Jo 3

R 1 p2r 4

ap = —/ xcoskrdr = —, k>0
 Jo k?

N 1 21 4

Or = —/ xzsinkxd:ﬁ:——ﬂ, k>0
m Jo k

Die Fourier—Reihe lautet

472 > 74 4
%+kz::1<ﬁcoskx— %sinkw)
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10 Bernsteinpolynome und Bézier-Darstellung

Die Bernsteinpolynome werden in der Regel auf das Intervall [0, 1] normiert,

d.h. die interessanten Eigenschaften spielen sich dort ab.

Bernstein-Grundpolynome
Grad n: by, (t),...,bun(t)

Definition: b,,(t) := (Z)t”(l — )"

Rekursionsformel: b,,,(t) = (1 —t)b,,,—1(t) + thy_1n-1(t), 0 < v <,

wobei bn,nfl = bfl,nfl =0

Beispiele:
n=20: bo’o(t)zl
n=1 bo’l(t)zl—t, bll(t)—t
n=2: bya(t) = (1—1)% bia(t) =2t(1 — 1), bao(t) =12
n=3: bos(t)=(1—1t)> bis(t) =3t(1 —t)? bos(t) =3t*(1 —t), bss(t) =1
1 T 1
b02 b22 b03 b33
b
1/2¢ 12 a9l b13 b23
0 : 0 : :
0 1/2 1 0 1/3 2/3 1
Eigenschaften der Grundpolynome
Satz 10.1 Firne N, 0 <v <n, gilt
(i) bon(0) =bpn(l) =1
(ii) b, hat eine v-fache Nullstelle fiir t = 0,
(i1i) by, hat eine (n — v)-fache Nullstelle firt =1,
(iv) by, ist strikt positiv in [0, 1] und besitzt genau ein Mazimum firt = 2,

(v) {bon,--.,bpn} bilden eine Basis des P,,.
Beweisidee: (i), (ii), (iii) klar,

(iv) strikt positiv ist klar, Maximalstelle: b, (t) = 0, absolutes Maximum,

(V) boms - -, bny sind linear unabhéngig. O
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Satz 10.2 Firt e IR gilt

(i) 3 bualt) =1 (0 € INy),

(ii) ;i:o hu(t) =t (n€N).

Beweisidee:
i) Binomialentwicklung (Identitét)
1:(t+(1—t))”zz<>t“1—t Zb,,n ;
v=0 \V

ii) Differentiation liefert 0 =3>7_, ... und daraus die Behauptung. O

v=1
Ableitung der Bernstein-Grundpolynome

Satz 10.3 Es gilt die Darstellung

b0 = Tl =) (-1 (/’j) T

Beweisidee:

k=1:b,,(t) = (by—1n-1(t) = bypa(t))n

b, (t) ist Polynom vom Grad n — 1, also darstellbar
als LK der Basis {byn—1,.--,bp—1n-1}-

k =1: Ausrechnen (Grundformel differenzierbar)
k > 1: Vollstandige Induktion. O

Bézier-Darstellung eines Polynoms

Satz 10.4 Ein Polynom in Normalgestalt p(t) = f} a,t¥ ldsst
v=0

sich umentwickeln zu p(t) = Xn: Bubyn(t) mit
v=0

Bézier-Koeffizienten

5 -3 L)

: may_j, 1/20,1,...,71,
.]:0 y—j
Bézier-Punkten beziiglich der Knoten %, %, ey
0 z 0
BO ﬁl ﬁn

und Bézier-Polygon als Verbindungspolygon der Bézier-Punkte.



Beispiel

11F  p(x) = 1-0.4 x+0.6 X°~0.3 x>+0.2 x*
A -
09+t S
(BV)=(1,0.9,O.9,0.925,1.1)
08 L ! L 1 |
0 1/4 1/2 3/4 1
Eigenschaften

0 1
1) Nur die Punkte ( ) und ( 3 ) liegen auf dem Graphen von p.

Denn: b,,(0)=0 fir v>0
= p(0) = S
bon(l) =1
bon(l)=0 fiir v>n
= p(1) = fa
bun(l) =

2) Der Graph von p und das Bézier-Polygon beriihren sich tangential
in den Randpunkten ¢ =0 und ¢t = 1.

Denn: Betrachte linken Punkt (rechter Punkt entsprechend);
fiir die Ableitung berechnet sich p'(0) = n(8; — o),
was aber gerade die Steigung des Polygons ist

(siehe Folgerung nach Satz 10.6).

Satz 10.5 Firt € [0,1] liegt der Graph eines Polynoms p € P,, in der
konvexen Hiille der Bézier-Punkte von p.

Beweis: Seit € [0,1]: Punkt liegt auf dem Graphen von p.
p(t)
t Z %by’n(t) n v
Mit Satz 10.2.ii) folgt =1 v° = bya(t) "
p(t) Z ﬁubu,n(t) v=0 >0 ﬁu
v=0 \ —— N———
=1 Bézier-Punkte

und damit ist ( ) eine Konvexkombination der Bézier-Punkte. O

p(t)



78 10 BERNSTEINPOLYNOME UND BEZIER-DARSTELLUNG

Satz 10.6 Fir die Bézier-Darstellung p(t) = i Bubyn(t) gilt
v=0
die Differentiationsformel

n—k

PP =nn—1)...(n—k+1) > A*B, - by, i(t)

v=0

und speziell
p™(0) =n(n—1)...(n—k+ 1)A*g,,
PP (1) =nn—-1)...(n —k+1)A*B,_;
mit den dividierten Differenzen (— Schema)
A%, = f,, ARG, = A6, =AM,

Beweis: Nach Satz 10.3 gilt

pt)=n éﬁy (by— 11 () = byp1(t)) = ...

Hohere Ableitungen ergeben sich mit vollstdndiger Induktion. O

Folgerungen:

i) Der Graph von p und das Bézier-Polygon beriihren sich tangential
int=0und ¢t = 1: Fiir die Steigung des Bézier-Polynoms gilt

t=0: B = (B — o) = nAf .

t=1: 76”1%‘1 =nAB,_1 .

ii) Aus der Bézier-Darstellung folgt die Normalgestalt des Polynoms
mit den Koeffizienten

aV:<n>A”ﬁo, v=0,1,...,n,
v

denn
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Algorithmus von de Casteljau

Ergebnis 10.7 Fin algebraisches Polynom p(t) in Bézier-Darstellung

=3 Ao bl
lasst sich anye_iner Stelle t = & auswerten mat Hilfe der Rekursion
O = 3, v=0,1,...,n,
AR = (1—€)- %D .88 v=01,....n—k k=1,2,...,n.
Es gilt dann  p(&) = ((]n).

Schema:
%
) A
Cy ) B
) Y
0%
| ) &
B, )
)y Y,
R

Beweis: Rekursionsformel der Bernstein-Grundpolynome ausniitzen
bon(§) = (1—=&) bon-1(8)
bun(€) = (1=8) buna(§) +&-b1na(§) (0<v<n)
bun(§) = & bp-10-1()

Einsetzen in die Bézier-Darstellung

p(&) = B boa(&) + B bia(€) + o+ B0bun(€)
= BO(l - f)bo,nfl(é) + 52[(1 - £>b1,n71(£) + ébO,n71<§)] +...+ ﬁnébnfl,n(é)
= [60(1 - 5) + ﬁlé]bO,nfl<£> + ...+ [ﬁn71<1 - 5) + ﬁnf]bnfl,n71<§)

=55 =5,
Z ﬁl(/l)bu,n—l (g)
und rekursiv folgt  p(¢) = 8. O

Man vergleiche de Casteljau mit Horner-Schema (§4).
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Geometrische Deutung

Die Berechnung der Koeffizienten A% = (1 —¢)-8%~D 4 ¢ ﬁl(fﬁl)
~—— ~~

>0 >0

ldsst sich als gewichtetes Mittel auffassen.

Ty
k=1: Der Punkt mit

By
v+1 wv+¢§

7, =(1-§) =+ und B = (1-¢)- 50 +¢- 57,

liegt auf der Verbindungsgeraden der Bézier-Punkte

v v+l
" und "
0

B 85

k > 1: Durch die Rekursion ergibt sich ein System reeller
Zahlen (%) die durch sukzessive lineare Interpolation

aus den Bézier-Koeffizienten [y,..., [, hervorgehen.

2.5

=
a1
T

0 1/6 1/3 1/2 2/3 5/6 1

Anmerkung: Zerlegung des IV [0,1] in [0,¢],[¢,1] (0< &< 1)
Es gibt die Bézier-Darstellungen in [0, 1], [0, ] und [€, 1]:

p(t) = ﬁ;oﬁg%,n(t) te0,1] —telo1]
) = X &b tele-telo

) = ¥ L) telel]— el
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Weierstraf3ischer Approximationssatz

Zu jeder stetigen Funktion f € Cla, b] und zu beliebigem ¢ > 0 existiert
ein algebraisches Polynom p mit der Eigenschaft ||f — p|lo < e.

Bernstein-Polynom zu f: BJ(z) := Enj f (%) byn(x)
v=0

Die Bernstein-Grundpolynome werden bewichtet mit den Funktionswerten
von f(z) in den dquidistanten Knoten

(0%”;11) mit B (0) = £(0), BL(1) = f(1).

Das Polynom B/ (z) besitzt die Bézier-Koeffizienten 3, = f(%)

n

und die zugehorigen Bézier-Punkte; man vergleiche es mit dem
Lagrange-IP-Polynom L/ (z) =3 f(%) I, (x) (§6).

14
n

Bernstein-Operator

14
n

B, : C[0,1] — C0,1] : f»—>an:Zf< )by,n
v=0

linear  B,(f+ g) = Bof + Bng, Bhaf = aB,f

positiv B, f >0, falls f >0

{By}n>o Folge linearer positiver Operatoren von C|0, 1] in sich.
Konvergenz: B,f — f fiir n — oo ?

3 Testfunktionen: ho(t) =1, hi(t) =t, ho(t) = >

Es gilt B,h, = h, fir v =0,1 (n>v) (Satz 10.2)

1
und || Bphe — holleo = > 0 fir n — oc.

Satz 10.8 (Satz von Korovkin) Sei {T,,},>0 eine Folge
linearer positiver Operatoren von C[0,1] in sich mit

dim [|Toh, —hyllee =0 fir  v=0,1,2.
Dann gilt
nlggo ||Tnf - f”oo =0 fir alle f e C[O, 1]'

Anmerkung: Die Konvergenzgeschwindigkeit O(2) (n — co) der
Bernstein-Operatoren B, f — f ist sehr langsam!

Man vergleiche das Verhalten der Riemann-> (§7).
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Beispielblatt: Bézier-Darstellung eines Polynoms

3
Polynom p(t) =4t* =3t =>_ 3, b,5(t)
v=0

Bézier-Koeffizienten (3, =0, /1= -1, fo=-2, 33=1

0 1 2 1
Bézier-Punkte , 51, 51,
0 -1 -2 1

Ableitungen p'(0) = -3, p'(1)=9

Der Graph von p liegt in der konvexen Hiille der Bézier-Punkte (Satz 10.4).
Der Graph und das Bézier-Polygon beriihren sich tangential in den Rand-
punkten t = 0 und t = 1.

(n)

Auswertung mit de Casteljau: p(§) = G,
Schema fiir € =1: 8% = 3,, B0 = (1 - €Ak +¢ gl

=0
g =1
£0) — 2 ((]2) _ 1
1 _ 3 (3) _ 1 = p(L
©) ﬁ 2 @) BO p(2)
= -9 = -1
2 1
B =3
2
0
=1

n—k
Differentiation: p®(t)=n(n—1)---(n—k+1) > A*B,-b,, 1(t)
v=0
AOBU’ Akﬁ,, — Ak_lﬁy+1 _ Ak_lﬁy.

Differenzenschema: Go= 0
ABy = -1
pr=-1 Ay =0
Af = -1 N3Gy =4
[a = —2 AB =4
Afy= 3
=1
TRy

p = 0-bo3—1-b13—2-by3+ 1033
P = 3-(=1-bopa—1-b1a+3-bao)

P = 3-2-(0-boy +4-buy)
P = 3.2.1-(4-byo) = 24



