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Aufgabe B1:
Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (z1,11), ..., (210, Y10)
j | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xj 0.8 1.8 3.1 4 4.9 6 6.8 8.2 9.1 10.2

Yj 15.2 127 8.5 12.2 9.1 4.8 95 —-16 0 —-1.9

a) Berechnen Sie die Stichprobenmittel z, g, die Stichproben-Standardabweichungen s,
s, und den empirischen Korrelationskoeffizienten r,,,.
Losung: Direkt aus den Daten ergibt sich geméafl Definition 1.8 und Paragraph 1.5
unter Ausniitzung der Beziehung

n

Z(%‘—7)'(1/3‘—?):2%'%‘—"'50'17

J=1

x=5.49 Sy = 3.135
y=6.85 5y = 6.205
Ty = — 0.9164
b) Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b* - x von y auf x.
Losung: Nach Paragraph 1.5 ist b* =1y, - % und a* = y—0b* -z, also
S$

b* = —1.814
a* = 16.81

und die Regressionsgerade y = 16.81 — 1.814 - x.



Punkte und Regressionsgerade y = a* + b* - x

Fiir die Losung der néchsten beiden Aufgabenteile bendtigen wir die aufsteigend sor-
tierten y-Werte. Es ist

yo = (1.9, —1.6, 0, 4.8, 8.5, 9.1, 9.5, 12.2, 12.7, 15.2)

Berechnen Sie das 0.14-getrimmte Stichprobenmittel ¢o14 von (y1, ..., %10)-
Losung: Mit k& = [10 - 0.14] = 1 ergibt sich
1

m . (y(z) +...+y(9)) =6.9

Yo.14 =

Berechnen Sie den Quartilsabstand von (y1, . .., y10)-
Losung: Da 0.25-10 = 2.5 und 0.75- 10 = 7.5 beide nicht ganzzahlig sind, ergibt sich
mit ky = [2.5] =2 und ky = [7.5| =7

Yo25 = Yat+1) = Y3) =0

Yo75 = Ykot1) = Yg) = 12.2

und damit der Quartilsabstand zu 9g.75 — ¥o.05 = 12.2.



Aufgabe B2

Ein Autohéndler verkauft je Tag X Autos des Typs 1 und Y Autos des Typs 2. Die Tabelle
zeigt die gemeinsame Zahldichte fxy(i,j) =P(X =4,Y = j) von X und Y fiir 4, j =0, 1, 2.

J
0 1 2
1 0102 01 0.0
1101 02 0.1
2100 02 01

Esist also zB. P(X =2,V =1) = fxy(2,1) =0.2.

a)  Bestimmen Sie die Zéhldichten fx von X und fy von Y.

b)  Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X > 1| Y =1).

c)  Berechnen Sie die Erwartungswerte EX und EY und die Varianz V(X).

d)  Berechnen Sie die Kovarianz C'(X,Y) von X und Y. Sind X und Y positiv, negativ
oder unkorreliert?

Losung:

a)  Die Bestimmung der Z#hldichte von X bzw. Y geschieht durch Summation der Wahr-
scheinlichkeiten der gemeinsamen Verteilung iiber die moglichen Werte von Y bzw. X
(vergl. Skriptum Beispiel 6.7 und Tabelle 6.1)

J
0 1 2 b
002 01 00]0.3
i | 1/01 02 01|04 fx(i)
2100 02 01103
103 05 02]1.0
Iy ()
Damit ergibt sich fiir die Zahldichten fx und fy
1 0 1 2
Fx (i) 0.3 0.4 0.3
Fr (i) 0.3 0.5 0.2
P(ANB
b)  Nach Definition gilt P(A|B) = Q, falls P(B) > 0. Da A — P(A|B) ein Wahr-

P(B)
scheinlichkeitsmaf ist (Satz 10.11), gilt

P(X>1|Y=1) = P(X=1|YV=1)+P(X=2]Y =1)

PX=1Y=1 PX=2Y=1_02 02 _4_
P(Y = 1) P(Y =1) 05 05 5




Es gilt

EX = 0-fx(0)+1-fx(1)+2-fx(2)=0-034+1-04+2-03=1.0
EX? = 0% fx(0)+ 1% fx(1)+2%- fx(2)=0-03+1-04+4-03 =16

und damit dann V(X) = EX? — (EX)? = 1.6 — 1.0% = 0.60.
Analog

EY = 0-fy(0)+1-f(1)4+2 f4(2)=0-03+1-05+2-0.2=0.9

Es gilt C(X,Y) =E(X -Y) —EX -EY. Aus der Tabelle ergibt sich

E(X-Y) = 1-1-fxy(L1) 412 fxy(1,2)+2-1 fxy(2,1)+2-2- fxy(2,2)
= 1:02+42-01+42-02+4-01=12

und damit C'(X,Y) = 1.2 —1.0- 0.9 = 0.3, insbesondere p(X,Y) > 0. X und Y sind
also positiv korreliert.



Aufgabe B3

Ein Unternehmen beschiéftigt 12 Verkéufer, deren tégliche Umsétze voneinander unabhéngig
und normalverteilt seien. 10 dieser Verkaufer erzielen dabei einen mittleren téglichen Umsatz
von 1600 € bei einer Standardabweichung von 480 €, wéhrend die restlichen 2 einen mittleren
Umsatz von 2000 € bei einer Standardabweichung von 600 € erreichen. Sei Z der tégliche

Gesamtumsatz aller Verkaufer.

a)

Man berechne den Erwartungswert und die Varianz von Z.

b)  Welche Verteilung besitzt Z = %, der tégliche mittlere Umsatz aller Verkéufer?

c)  Mit welcher Wahrscheinlichkeit p ist der tégliche Gesamtumsatz Z grofier als 19600 €7
d)  Bestimmen Sie denjenigen Gesamtumsatz ¢, so dass P(Z > t) = 0.025 gilt.

Loésung:

a)

Seien Zy,..., 7 ~ N(1600,480%) die tiglichen Einzelumsitze der 10 Verkiufer und
Zityeo s Zig ~ N (2000,6002) die téglichen Einzelumsétze der restlichen 2 Verkéaufer.

Dann gilt
EZ =E(Zi+ ...+ Z12) =EZ; + ...+ EZ;5 = 10 - 1600 + 2 - 2000 = 20000

und wegen der Unabhéngigkeit der Einzelumsétze nach Satz 12.23 f)

V(Z)=V(Zi4 ...+ Z1a) = V(Z1) + ...+ V(Z12) = 10 - 480® + 2 - 600 = 3024000.

Damit gilt EZ = 20000 und V(Z) = 3024000.

Wegen der Unabhéngigkeit der Einzelumsétze gilt nach der Tabelle auf S. 114

Z — Zl + e + le
~  N(1600,480%) * ... * N'(1600, 480%) * A/(2000, 600%) * A/(2000, 600?)
~ N(10- 1600 + 2 - 2000, 10 - 480% + 2 - 600*) = A (20000, 3024000)

Nach Satz 7. gilt dann

1

_ 2 24
Z:—-Z~N< 0000 3024000

12 7 122

5 ) = N(1666.67,21000)

Zu berechnen ist p = P(Z > 19600).
Wegen Satz 9.6 und wegen ®(—z) =1 — ®(z),z € R gilt

19600 — 20000
P(Z >19600) = 1—P(Z<19600)=1— & ( )

/3024000
= 1—®(—0.2300) = $(0.2300) ~ ®(0.23) = 0.5910

nach Anhang A.1 im Skriptum. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also

p = 0.5910



d) Gesucht ist t € R mit P(Z >t) =1—P(Z <t) = 0.025, also mit

t — 20000
0.975:P(Z§t):<1>( )

V3024000

Wegen 12.20 d) oder nach Tabelle A.1 gilt ®(1.96) = 0.975, d.h. 1.96 ist das 0.975-Quantil
von N(0,1). Damit ergibt sich

Lo6 — t — 20000
' /3024000

also

t = 20000 + 1.96 - v/ 3024000 = 23410.



Aufgabe B4

Ein Radiobastler hort an drei Tagen seinen Lieblingshit von 4-miniitiger Dauer auf einem
alten Radioempfanger. Die zuféllig Anzahl von Knacklauten, die der Empféinger wéhrend
einer Zeit von ¢t Minuten produziert, geniige einer Poissonverteilung Po(\ - t) mit dem fe-
sten Parameter A = 0.3. Die Anzahlen an den drei Tagen seien stochastisch unabhéngig
voneinander.

a)

b)

c)

d)

Welche Verteilung besitzt die zufillige Anzahl von Knacklauten wihrend einer Ubert-
ragung des Lieblingshits?

Mit welcher Wahrscheinlichkeit p; wird wihrend einer 4-miniitigen Ubertragung des
Lieblingshits eines Horers kein Knacken das Vergniigen beeintrichtigen?

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit ps, dass der Radiobastler an allen drei Tagen
zusammen mindestens 3 Knacklaute wéhrend seiner Lieblingshits hort.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit p3, dass der Radiobastler an keinem der drei Tage
seinen Lieblingshit ohne Knacklaut horen kann.

Loésung:

a)

Sei X7 bzw. X5, X3 die zuféllige Anzahl von Knacklauten wihrend des Lieblingshits
am ersten, bzw. zweiten und dritten Tag. Da der Lieblingshit 4 Minuten dauert, gilt

X; ~ Po(1.2).
(Analog gilt X5 ~ Po(1.2) und X35 ~ Po(1.2).)
Gesucht ist py = P(X; = 0). Wegen a) gilt
p=P(X; =0)=e'?=0.3012
Nach Voraussetzung sind X7, X und X3 stochastisch unabhéngig und daher gilt nach
der Faltungsformel fiir die Gesamtzahl der Knacklaute
X=X +Xo+ X5~ Po(1.24+1.2+1.2) = Po(3.6)
Gesucht ist pp = P(X > 3) =1 —P(X <2). Da X die Zahldichte

3.6"

fx(k)=e°. R

kE=0,1,...
besitzt, gilt

P(X <2) = P(X=0)+P(X =1)+P(X =2) = fx(0) + fx(1) + [x(2)
e 3.6 . 3.62
e : - —_— 6 : [
1
und damit p, = P(X > 3) =1 —0.3027 = 0.6973.

= 304 = 0.3027

Jetzt ist p3 = P(X; > 1, X5 > 1, X3 > 1) gesucht. Wegen der Unabhéngigkeit von X,
X2 und X3 gllt

= P(X; > 1P =(1-P(X; =0))® 2 (1-0.3012)° = 0.3412
da X, Xy und Xj alle dieselbe Verteilung Po(1.2) besitzen.



Aufgabe B5

Ein Merkmal besitze eine logarithmische Normalverteilung LN (¢, 9) mit der Dichte

0 ,x <0
Po@) =93 _1i_ k-0 55

und unbekanntem Parameter 9 € R.

a)  Bestimmen Sie die Loglikelihood-Funktion M, (1)) zur Stichprobe x = (x1,....x,), wo-
bei x; >0 firi=1,...,n.

b)  Berechnen Sie die Ableitung M. (?)).
¢)  Bestimmen Sie den Maximum-Likelihhod-Schétzer J(x) fiir ¢ zur Stichprobe z.

d)  Sei Y eine Zufallsvariable mit der Verteilung LN (¢,9). Welche Verteilung besitzt die
Zufallsvariable Z := In(Y"), ihr natiirlicher Logarithmus?

¢)  Bestimmen Sie den Momentenschiitzer J,, () fiir ¢ zur Stichprobe z = (21, . .., x,).
Losung:
a)  Mit
1
In(fy(z)) = —In(3-z-vV2m) — E(ln(:c) —9)?

ergibt sich die Loglikelihood-Funktion zu

W) = i) =) (— In(3 2, V27) — - (n(a) ~ 79)2)

= Zln(?) cxy V21 — L Z(ln(f’fi) — )

i=1

b)  Ihre Ableitung ist

1 n n

M) = o D02 () — ) = %Z(ln(azi _9) = % (Z In(zs) — - ﬁ)

i=1 =1
c) Da die zweite Ableitung

M'(9) = —g <0.
von M, iiberall kleiner als 0 ist, ergibt sich die Maximumstelle () von 9 — M, ()
als Losung von M () =0, also >~ In(z;) =n -9 und

I(z) = % : Zln(xi)

d)  Bekannt ist (Skriptum 9.10), dass fiir eine N (i1, 0%)-verteilte Zufallsvariable Z die Zu-
fallsvariable Y = eZ die logarithmische Normalverteilung LN (1, 0?) besitzt. Besitzt
dann umgekehrt Y die Verteilung LN (11, 02), so besitzt dann Z = In(Y) die Verteilung
N (p, 0?). Hier ist g =9 und 0% = 9. Also besitzt Z die Verteilung N (9, 9).



Fiir den Momentenschétzer ist gemafl Skriptum 17.1.3 die Gleichung
() = Eo(X2) = i (a) = ~ En v
= =my(x) =—- T, =1
my 9 A1 1 n

nach ¥ aufzulésen. Da X die Verteilung LN (19, 9) besitzt, gilt nach der Tabelle auf S.
124 im Skriptum Ey(X;) = e?+1/29 = ¢%+45 und damit

679+4.5 = 7

9+45 = In(x)
Y = In(x) —4.5



